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Ubersicht der algebraischen
Strukturen



1 Algebraische Strukturen

1.1 Mengen

Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von unterscheidbaren Objekten
zu einem Ganzen.

1.2 Gruppen

Eine Gruppe (G, o) ist eine Menge G mit einer Abbildung o: G x G — G,
fiir die gilt:

(GRP1) Assozialtivgesetz: (goh)ok =go(hok) fiiralle g h,keG
(GRP2) Linkseins: Es gibt e € G mit eocg =g fiir alle g € G

(GRP3) Linksinverses: Es gibt ¢ € G mit ¢’ og=e¢ fiir alle g € G

1.3 Ringe

Ein Ring (R, +, -) ist eine Menge R mit zwei Abbildungen ”+” (Addition)
und ”-” (Multiplikation), fiir die gilt:

(RNG1) (R,+) ist eine kommutative Gruppe
(RNG2) AG: (rs)t =r(st) firaller,s,t € R

(RNG3) DG:r(s+t)=rs+rt und (r+s)t=rt+st firaller,s,t€R

1.4 Korper

Ein Korper K = (K, +, -) ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen ”+”
(Addition) und ”-” (Multiplikation), fiir die gilt:

(KRP1) (K, +) ist eine kommutative Gruppe mit Einselement 0
(KRP2) (K, -) ist eine kommutative Gruppe mit Einselement 1
(KRP3) Esgilt: 1 #0
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(KRP4) Distributivgesetz: a- (b+c¢) =a-b+a-c furalle a,b,c € K

1.4.1 Ring und Korper

Ein Ring ist also ein ”bisschen weniger” als ein Korper.

Jedes Element aus ein Korper hat ein inverses Element der Addition und
der Multiplikation. Bei einem Ring wird zu jedem Element nur ein inverses
Element der Addition gefordert.
1.5 Vektorraume
Ein Vektorraum ist eine Menge V mit einer Vektoraddition
T4+ VXV =V
und einer skalaren Multiplikation
7K XV =V,
fiir die gilt:
(VTR1) (V,+) ist eine kommutative Gruppe
(VTR2) Assoziativgesetz: (a-b) -z =a-(b-z) firalea,be K, z€V
(VTR3) Fiir das Einselement 1 € K gilt: 1- 2 =2 firallez eV

(VTR4) Distributivgesetze: fiir alle a,b € K, xz,y € V gilt

(a+b)-x=a-z+b-z und a-(z+y)=a-z+a-y

Dabei sind alle Elemente aus dem Vektorraum V Vektoren mit Eintrdgen
aus einem Korper K.

1.5.1 Korper und Vektorraume

Jeder Korper ist also auch ein eindimensionaler Vektorraum iiber sich selber.



2 Abbildungen zwischen Strukturen

2.1 Homomorphismus

2.1.1 Vektorraume
Seien X, Y zwei Vektorrdume und sei ¢ : X — Y eine Abbildung.

© ist genau dann ein Homomorphismus, wenn ¢ linear ist.

2.1.2 Gruppen
Seien X, Y zwei Gruppen und sei ¢ : X — Y eine Abbildung.

 ist genau dann ein Gruppenhomomorphismus, wenn fiir alle a,b € X gilt:
plaob) = p(a)o p(b)

2.1.3 Ringe
Seien X, Y zwei Ringe und sei ¢ : X — Y eine Abbildung.

 ist genau dann ein Ringhomomorphismus, wenn fiir alle a,b € X gilt:

pla+b) = p(a)+¢(b)
pla-b) = o(a)- p(b)

2.1.4 Teilweise geordnete Mengen

Seien X, Y zwei teilweise geordnete Mengen und sei ¢ : X — Y eine Abbil-
dung.

© ist genau dann ein Homomorphismus, wenn fiir alle a,b € X gilt:

pla) <@(b) falls a<b

2.1.5 Topologische Raume
Seien X, Y zwei topologische Rdume und sei ¢ : X — Y eine Abbildung.

 ist genau dann ein Homomorphismus, wenn ¢ stetig ist und wenn fiir alle
offenen A € X auch ¢(A) offen in Y ist.
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2.2 Endomorphismus

p : X — Y ist ein Endomorphismus, wenn ¢ ein Homomorphismus ist und
X =Y gilt.

2.3 Isomorphismus

@ : X — Y ist ein Isomorphismus, wenn ¢ ein bijektiver Homomorphismus
ist.

2.4 Automorphismus

@ : X — Y ist ein Automorphismus, wenn ¢ ein bijektiver Homomorphismus
ist und X =Y gilt.
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3 Korper

3.1 Definition

Ein Korper K = (K, +, -) ist eine Menge K, auf der zwei Verkniipfungen
(”+” Addition und ”-” Multiplikation) so definiert sind, dass fiir alle a,b € K
auch

a+b und a-b

Element von K sind und zusétzlich fiir alle a, b, ¢ € K folgende Rechenregeln
gelten:

(KRP1) Assozialtivgesetz: (a +b)+c=a+ (b+¢)

(KRP2) Kommutativgesetz: a+b=0b+a

(KRP3) neutrales Element: 30€ K: a+0=0+a=a

(KRP4) Inverses: fiir alle a € K gibt esein b€ K mita+b=b+a=0
(KRP5) Assozialtivgesetz: (a-b)-c=a-(b-c)

(KRP6) Kommutativgesetz: a-b=">-a

(KRP7) Einselement: es gibt 1 € K mita-1=1-a=a

(KRP8) Inverses: fiir alle a € K gibt eseinb e K mita-b=b-a=1
(KRP9) Esgilt: 1 #0

(KRP10) Distributivgesetze: a-(b+c¢)=a-b+a-c

3.1.1 Beispiele

Die Mengen Q, R und C bilden mit iiblicher Addition und Multiplikation als
Verkniipfungen einen Korper.

12
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3.2 Folgerungen

3.2.1 Folgerung 1

Sei K ein Korper.

Dann hat K genau ein neutrales Element der Addition (Nullelement) und
genau ein neutrales Element der Multiplikation (Einselement).

3.2.2 Folgerung 2

Sei K ein Korper.

(1) Fiir alle a € K gibt es genau ein b € K, so dass a + b = 0 gilt.

(2) Fiir alle a € K mit a # 0 gibt es genau ein ¢ € K, so dass a-c =1 gilt.

Schreibweise: b = —a und ¢ = o~ 1.

3.2.3 Folgerung 3

Sei K ein Korper.

(1) Fiir alle a,b € K gibt es genau ein z € K, so dass a + x = b gilt.

(2) Fiir alle a € K mit a # 0, gibt es genau ein y € K, sodass a-y = b
gilt.

3.2.4 Folgerung 4
Sei K ein Korper und sei a € K beliebig. Dann gilt a-0=0-a = 0.

3.2.5 Folgerung 5

Sei K ein Kérper und seien a,b € K beliebig. Dann gilt:
(1) —(-a)=a

(2) (-a)-b=—(a-b)

(3) (-a)-(=b)=a-b

3.2.6 Folgerung 6
Sei K ein Korper und seien a, b, c,d € K mit b,d # 0. Dann gilt:

(1)
(2)
(3)

e
&

Salls]
<
QU

¢ _ (ad)+(bc)
d b-d

e
+

e
o

e
o
(=p
IS



4 \ektorraume

4.1 Punkte und Vektoren

4.1.1 Definition

FEin Punkt P ist ein Koordinaten n-Tupel von Elementen aus einem Korper
K:
P = (pla"‘apn)

Die Menge aller Punkte P bildet den n dimensionalen Raum K™.

4.1.2 Definition

Fin Vektor x ist eine gerichtete Strecke zwischen zwei Punkten P und @)
im Raum:

r = PQ = (1 —p1,---,qn — Dn)

Zwei Punkte im Raum K™ legen also eindeutig einen Vektor fest.

4.1.3 Definition

Zwei Vektoren x = P@ und y = RS sind genau dann gleich, wenn fiir alle
i=1,..,n gilt:
(¢ —pi) = (si—7i)

4.2 Vektorraume

4.2.1 Definition

Ein Vektorraum iiber einem Korper K ist eine Menge V', deren Elemen-
te Vektoren mit Eintragen aus dem Korper K sind, zusammen mit einer
Vektoraddition

P47 VXV -V

und einer skalaren Multiplikation
7P KXV =V

fiir die gilt:

14
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(VTR1) Kommutativgesetz: x +y =y +« firallex,y eV

(VTR2) Assoziativgesetz: (z+y)+z=x+ (y+2) firallez,y,zeV
(VTR3) neutrales Element: es gibt 0 € V mit 2+0 = 0+x = zfiir allex € V
(VTR4) Inverses: fiir allez € V gibteseinye Vmitx +y=y+x =0
(VTR5) Assoziativgesetz: (a-b) -z =a-(b-z) firalea,be K, z€V
(VTR6) Fiir das Einselement 1 € K gilt: 1 -2z =2 firallex e V

(VTR7) Distributivgesetze: (a +b) -z =a-x+b-z und
a-(x+y)=a-x+a-y firallea,be K, z,yeV

Man schreibt dann:

V ist ein Vektorraum iiber dem Korper K oder kurz V ist ein K-Vektorraum.

4.2.2 Beispiel 1
Sei V.= K™ und seien z = (21, ..,z,) und y = (y1, .., yn) zwei Vektoren.

Mit der iiblichen Vektoraddition

r+y = (@1+yi,. ., Tn+Yn)
und der skalaren Multiplikation

Ax = (Azg,...,Axy) dabei A € K
bildet V' den Standardvektorraum.
4.2.3 Beispiel 2
Sei M eine beliebige Menge, sei K ein Korper und sei
V = {f:M— K} = Abb(M, K)

die Menge aller Abbildungen von M nach K.
Seien f,g € V und sei A € K. Durch die Addition

(f+9)(x) = flx)+g(x)

und die skalare Multiplikation

A=) = A flx)

wird V' zu einem Vektorraum.
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4.2.4 Folgerung
Sei V ein Vektorraum.

Dann hat V ganau ein neutrales Element 0 der Addition.

4.2.5 Folgerung
Sei V' ein Vektorraum.

Zu jedem x € V' gibt es genau ein y € V, so dass x + y = 0 gilt.

4.2.6 Folgerung
Sei V ein Vektorraum.

Zu allen x,y € V gibt es genau ein t € V, so dass x + ¢t = y gilt.

4.2.7 Folgerung
Sei V ein Vektorraum und sei 0 das neutrale Element der Addition.

Dann gilt fiir alle z € V

4.2.8 Folgerung
Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K, sei x € V und ) € K.

Dann gilt
(=A) -z = —(\-x2).

4.3 Untervektorraume

4.3.1 Definition

Sei V' ein beliebiger Vektorraum iiber einem Koérper K.

Eine Teilmenge W von V heifit Untervektorraum von V, wenn gilt:
(UVR1) 0e W
(UVR2) firallez,yc Wgit x +ye W

(UVR3) firallexe Wund Ae K gilt A-x e W

4.3.2 Beispiel 1

Sei V ein beliebiger Vektorrraum. Dann sind {0} und V selber zwei Unter-
vektorrdume von V.



Kap.4  Vektorraume 17

4.3.3 Beispiel 2

Sei V' = R3. Dann sind alle Geraden und Ebenen durch den Nullpunkt
Untervektorrdume von V.

4.3.4 Beispiel 3

Sei V' ein beliebiger Vektorraum und seien x1,..,z, Vektoren aus V. Die

Menge
i=1

Ay ey A € K}

ist ein Untervektorraum von V.

W ist der von den Vektoren 1, .., x, aufgespannte Untervektorraum.

4.3.5 Satz 1

Sei V ein Vektorraum und sei W ein Untervektorraum von V.

Dann ist W mit den Verkniipfungen aus V selber ein Vektorraum.

4.3.6 Satz 2

Seien W1 und Wy zwei Untervektorrdume von V.

Dann ist auch W7 N W5 ein Untervektorraum von V.

4.3.7 Satz 3

Seien W1 und Wy zwei Untervektorrdume von V.

Dann gibt es einen kleinsten Untervektorraum
W o= (W + Wa)
von V', der W7 und W5 enthilt.

Beweis

Siehe 23.1.1 auf Seite 206.

4.3.8 Definition

Sei V ein Vektorraum und seien W7 und W5 zwei Untervektorrdume von V.
Gilt

(1) WinNnWsy ={0} und
(2) Wi+Wy =V,
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dann ist V die direkte Summe von Wi und Ws.

Schreibweise: V = W7 & Ws.

4.3.9 Satz 4

Fin Vektorraum V ist genau dann die direkte Summe von zwei Untervek-
torrdumen Wp und Wa, wenn jedes v € V' eindeutig geschrieben werden kann
als

v = w1+ ws

mit wy € Wi und wy € Wa.

4.4 Affine Teilraume
4.4.1 Definition

Sei V ein beliebiger Vektorraum iiber einem Korper K, sei @ € V und sei
W ein Untervektorraum von V.

Eine Teilmenge A von V heifit affiner Teilraum, wenn gilt:
A=a+W = {at+w|weW}

Ein affiner Teilraum ist also ein um einen Vektor a verschobener Untervek-
torraum.

4,42 Satz 1

Sei V' ein beliebiger Vektorraum.

A ist genau dann ein affiner Teilraum von V', wenn zu je zwei Punkten a
und b aus A auch die Gerade durch a und b in A enthalten ist.

4.4.3 Beispiel
Sei V ein beliebiger Vektorraum iiber einem Koérper K und seien a,b € V.
A:=a+Kb—-a) = {a+Ab—a) | Ne K}

ist ein affiner Teilraum von V, der die Punkte a und b enthélt. A ist genau
eine Gerade.

4.5 Aufgaben
4.5.1 Aufgabe 1

Priife, welche der folgenden Teilmengen Untervektorrdume sind.
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(1) Wi={(z,y) eR* |z +y=1} CR?
(2) Wa = {(r,y) €R? | 2+ 2y = 0} C R
(3) Wa={(z,9,2) eR* |z =y=2=0} CR®

Losung Teil 1
Es gilt (0,0) # Wi. Somit kann W; kein Untervektorraum von R? sein.

Losung Teil 2
Es gilt:
(1) (0,0) € Wa, da 0+0=0
(2) Seien (x1,y1), (x2,y2) € Wa. Dann gilt
(14 22) +2(1 +y2) = (21,2y1) + (22,2y2) = 0+0 = 0,

somit ist auch (z1,y1) + (z2,y2) € Wa.

(3) Sei (z,y) € Wy und X\ € R. Dann gilt
A +2\y = Mz +2y) = A0 = 0,
somit ist auch \(z,y) € Wa.

Demnach ist W5 ein Untervektorraum von R2.

Losung Teil 3
Es gilt W5 = {(0,0,0)}.

Somit ist W3 der kleinst magliche Untervektorraum von R3.

4.5.2 Aufgabe 2

Seien z,y,z € R™ drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen. Zeige,
dass der Punkt p = %(x +y+ z) € R” auf der Geraden G durch z und
3(y + 2) liegt.

Losung

Die Gerade g wird gegeben durch

G = {)\x+(1—)\)~(;(y+z)> ’)\ER}.
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Es ist nun zu zeigen, dass p € G gilt:

1 1
g(x—i-y—i-z) = Ax+(1—)\)-<2(y+z)>
PR S VI Sk I
3t TgY T3 T AT YT TR

Durch Komponentenvergleich folgt:

1
)\—§ und g—T und g—T

Da A = % fiir alle drei Gleichungen eine wahre Aussage ergibt, liegt der
Punkt p auf der Geraden G.

4.5.3 Aufgabe 3
Seien z,y, z € R™ und sei
A= {ax+by+cz|a,bce Rmita+b+c=1} CR"™
Zeige, das fiir alle p,p’ € A gilt:
Dp+(1-=Np |AeR} Cc A
Losung
Da p,p’ € A, gibt es a,b,c,a’, V', € R, so dass gilt:
p=ax+by+cz und p=dz+by+cz.

Sei A € R. Addiert man das A-fache der ersten zu dem (1 — A)-fachen der
zweiten Gleichung, so erhélt man:

Ap+ (1= A)p/
= Maz+by+cz)+ (1 =N (dz+by+2)
(Aa+ (1 =Nd)z+ M+ 1=\ )y+ A+ (1-N)) 2
— a//x_i_b//y_i_cllz

Damit Ap + (1 — \)p’ € A gilt, ist nun noch zu zeigen, dass a” +b" + " =1
gilt:

d"+b0"+d" = (Aa+(1=Nd)+ M+ (1—=2V) + (Ac+ (1= N))
= Ma+b+c)+(1=N(d+V+¢)
= A1+(1-X)-1
= 1
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4.5.4 Aufgabe 4
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Sei V ein Vektorraum iiber den reellen Zahlen, seien x,y € V und a,b € R.

Zeige, dass dann gilt:

(1) (a+b)(z+y)=ar+ay+bxr+by
(2) (a—b)x=azx—by

Losung Teil 1

Es gilt a(x + y) = az + ay sowie b(x + y) = bx + by. Dann gilt auch
(a+b)(x+y) = alr+vy) +blx+y) = axr+ ay+ bz + by.

Losung Teil 2

Es gilt
0=0 <& (-b+bx=0 < (=bz+bx=0.

Demnach gilt auch:
(a—b)x = (a+ (=b)x = azx+ (=b)x = azx —bx
4.5.5 Aufgabe 5

Sei V' = Abb(R,R) der Vektorraum aller Abbildungen f: R — R.

Priife, welche der Teilmengen Untervektorrdume von V sind.

(1) Wi ={feV|[f0)=0}
(2) Wa={feV|f()=0}
(3) Ws={feV|f0)=1}

Losung Teil 1
Sei f = 0. Dann gilt f € V und somit ist Wj nicht leer.
Seien f, g € W1 beliebig und A € R. Dann gilt:

(1) (f+9)(0) = f(0)+g(0) =0+ 0 =0, also ist auch (f + g) € W.

(2) (Af)(0) = A0 =0, also ist auch (A\f) € Wj.

Wy erfiillt alle nétigen Axiome und ist somit ein Untervektorraum von V.
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Losung Teil 2
Sei f = 0. Dann gilt f € V und somit ist Wy nicht leer.
Seien f, g € Ws beliebig und A € R. Dann gilt:

(1) (f+9) ()= f(1)+g(1)=0+0=0, also ist auch (f + g) € Wa.
(2) (Af)(1) =A0=0, also ist auch (Af) € Wa.

Auch Ws ist ein Untervektorraum von V.

Losung Teil 3

Sei f =1. Dann gilt f € V und somit ist W3 nicht leer.
Seien f,g € W3. Dann gilt:

(1) (f+9)(0) = f(0)+g(0) =1+ 1 =2, demnach gilt (f + g) & Ws.

W3 kann also kein Untervektorraum von V sein.

4.5.6 Aufgabe 6

Seien W1, Wa C R? zwei Untervektorrdume von R? mit

Wy = {R-(1,2,3)+R-(4,5,6)} und
We = {R-(4,5,6)+R-(7,8,9)).

Bestimme W7 + Wy und W1 N Wa.
L6sung
Es gilt

(4,5,6) = 0-(1,2,3)+1-(4,5,6) und
(7,8,9) = —1-(1,2,3)+2(4,5,6).

Demnach gilt W; = W5 und es folgt
Wi+Wy = WinWy = W7 = W,
4.5.7 Aufgabe 7

Sei V' = Abb(R,R) der Vektorraum aller Abbildungen f: R — R.

Zeige, dass
W={feV|flz)=2—f(—x)VzeR}CV

ein affiner Teilraum von V ist.
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Losung
Sei W ={feV|flx)=—-f(-x)VxeR}CV.
Dann ist f = 0 ein Element von W und somit ist W # ().
(1) Seien f,g € W beliebig. Dann gilt:
(f+9)(x) = flz)+g()
= —f(==z)—g(-=)
= —(f(=2) +g(-x))
= —(f+9)(-2)
= (f+g9)eW
(2) Sei f € W und X € R beliebig. Dann gilt:

ANx) = f)

23

= ()
— Af(-a)
= —(AN)x)
= (Af)eW
W' ist somit ein Untervektorraum von V. Sei a € V mit a(z) = 2 fir alle
x € R.
Dann gilt

W = {feV|flx)=a(z)- f(-z)VxeR} = a+ W'

und somit ist W ein affiner Teilraum von V.

4.5.8 Aufgabe 8

Sei V' ein Vektorraum und seien W, Wy, Wo C V' Untervektorraume von V.

Zeige, dass
(WnWwy)+(WnWs) ¢ Wn (W, + Ws)

gilt.

L6sung

Seien w; € (W N W7) und we € (W N Wy) beliebig. Dann gilt
z = wi+wy € (WnWy)+ (WnWs).

Demnach gilt auch

(1) wi,wy € W und somit z = wy +wy € W,

(2) w; € Wi, we € Wy und somit z = wy + wy € (W7 + Wa).

Es folgt gerade z € W N (W + Wa).
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4.5.9 Aufgabe 9

Sei V' der Vektorraum aller reellen Folgen, also
V = {(an)nen | an € RY n € N}

Zeige, dass

W = {(an)neny € V| (an)nen ist konvergent}

ein Untervektorraum von V ist.

LGsung

Es miissen die iiblichen Axiome gepriift werden:

(1) Sei (ap)nen mit a, = 1 eine konvergent Folge. Damit ist (ay,)neny € W
und W ist nicht leer.

(2) Seien (ap)nen, (bn)neny € W mit lim a, = a und lim b, = b.

n—oo n—oo

Dann ist nach den Rechenregeln fiir konvergente Folgen auch die Folge
(an, + bp)nen konvergent und es gilt

lim (ap +b,) = a+b.

n—oo
Also ist (an + bp)neny € W.

(3) Sei (an)neny € W mit lim a, = a und sie A € R.

n—o0o

Dann ist auch die Folge (A - a,)nen konvergent und es gilt

lim (A-a,) = A-a.

n—oo

Also ist (A - ap)neny € W.



5 Der Dimensionsbegriff

5.1 Lineare Unabhangigkeit

5.1.1 Definition

Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K.
Ein System von r Vektoren {z1, .., 2, } heifit linear unabhingig, wenn die

Gleichung

S hw =0 mit A €K
i=1
nur fir \y = .. = \, = 0 erfiillt wird.

Andernfalls ist das System {z1,..,2,} linear abhdingig.

5.1.2 Satz 1

Sei {x1,..,x,} ein System von linear abhéingigen Vektoren.

Dann kann mindestens ein Vektor xj € {z1,..,2,} durch ein Vielfaches der
anderen dargestellt werden, das heifit es gilt dann

T

T = Z)\zxz mit \; € K.

ik
5.1.3 Beispiele
(1) Sei K" ein Vektorraum. Dann ist das System der Standardvektoren

{e1 =(1,0,..,0), e2 = (0,1,..,0), ..., e, = (0,0,..,1)}
immer linear unabhéngig.

(2) Zwei Vektoren im K?, die nicht beide auf einer Geraden durch den
Nullpunkt liegen, sind linear unabhéngig.

(3) Sei K™ ein Vektorraum. Dann ist ein System aus m Vektoren mit m > n
stets linear abhéngig.

25
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5.1.4 Satz 2

Sei V ein Vektorraum und sei {z1, .., z, } ein System von linear unabhéngigen
Vektoren aus V.

Dann ist die Darstellung
.
xr = Z )\,‘.%'i
i=1

eines Vektors x € V eindeutig bestimmt.

In dieser Darstellung wird x als so genannte Linearkombination von
x1,.., T, dargestellt.

Beweis

Siehe 23.1.2 auf Seite 207.

5.2 Erzeugendensystem

5.2.1 Definition

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K.

Ein System von r Vektoren {x1,..,z,} heilt Erzeugendensystem von V,
wenn jeder Vektor x € V als Linearkombination

r
r = E )\ixi
=1

dargestellt werden kann.

5.3 Basis eines Vektorraums

5.3.1 Definition

Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K.
Ein System {1, .., z, } mit Vektoren aus V ist eine Basis von V, wenn gilt:
(1) {x1,..,2z,} ist linear unabhéngig

(2) {z1,..,z,} ist ein Erzeugendensystem von V'

5.3.2 Beispiele
(1) Sei K™ ein Vektorraum. Dann ist das System
{61 = (1707 "70)7 €2 = (07 17 "70)7 N (0707 o0y 1)}

die Standardbasts von K".
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(2) SeiII,, der Vektorraum aller Polynomfunktionen vom Grad < n. Dann
ist das System
die Standardbasis von II,,.

(3) Sei K" ein Vektorraum. Dann ist jedes System aus n linear unabhéngi-
gen Vektoren stets eine Basis von K™.
5.4 Steinitzscher Austauschsatz

5.4.1 Steinitzscher Austauschsatz

Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K.

{z1,...,2,} seiein System linear unabhéngiger Vektoren aus V,

{y1,...,ys} sei ein Erzeugendensystem von V.
Dann gibt es stets {i1,..,i,} C {1,.., s}, so dass das System von Vektoren

zi, =y falls  je{l,.,r}

zj =1y, sonst

{#z1,..., 25} mit {

weiterhin ein Erzeugendensystem von V ist.

Im Erzeugendensystem {yi,...,ys} werden also r Vektoren durch die Vek-
toren {z1,...,2,} aus dem linear unabhéngigen System ausgetauscht.
Beweisidee

Dieser Beweis lasst sich mittels vollstédndiger Induktion iiber r fithren. Es
muss dann jeweis gezeigt werden, dass das neue System {z1, .., 25} weiterhin
ein Erzeugendensystem ist. Die grofite Schwierigkeit dabei ist, keine Indize
zu verwechseln.

5.4.2 Folgerung

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K.

Sei {x1,..,x,} ein System von linear unabhingigen Vektoren aus V und sei
{y1,..,ys} ein Erzeugendensystem von V.

Dann gilt stets r < s.

5.4.3 Satz 1

Sei {x1,..,z,} eine Basis des Vektorraumes V.

Dann hat jede weitere Basis von V ebenfalls n Elemente.
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Beweis

Sei {z1,..,z,} eine gegebene Basis und sei {y1, .., ym } eine beliebige weitere
Basis von V.

Dann ist {x1, .., 2, } auf jeden Fall ein System linear unabhéngiger Vektoren
und {y1,..,ym} ein Erzeugendensystem von V. Daher folgt nach dem Stei-
nitzschen Austauschsatz n < m.

Andersherum gilt natiirlich auch m < n und es folgt n = m. O

5.5 Dimension eines Vektorraums

5.5.1 Definition

Sei V' ein beliebiger Vektorraum iiber einem Koérper K.

Existiert eine Basis {x1,..,z,} von V aus n Vektoren, so heifit V ein n di-
menstonaler Vektorraum.

Schreibweise: dim(V) = n.

Existiert keine Basis von V aus endlich vielen Vektoren, so heifit V unend-
lich dimensional.

Bemerkung

Alle Beweise der folgenden Satze sind auf den Steinitzschen Austauschsatz
zuriickzufithren.

5.5.2 Satz 1

Sei V ein n dimensionaler Vektorraum.

Dann ist jedes linear unabhingige System aus n Vektoren auch ein Erzeu-
gendensystem, also eine Basis.

5.5.3 Satz 2

Sei V' ein n dimensionaler Vektorraum.

Dann ist jedes Erzeugendensystem von V' aus n Vektoren auch linear un-
abhéngig, also eine Basis.

5.5.4 Satz 3

Sei V ein n dimensionaler Vektorraum.

Dann kann jedes linear unabhéngige System zu einer Basis ergénzt werden.
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5.5.5 Satz 4

Sei V ein n dimensionaler Vektorraum.

Dann ist jedes System mit mehr als n Vektoren stets linear abhéngig.

5.5.6 Satz 5

Sei V ein n dimensionaler Vektorraum und sei W C V ein m dimensionaler
Teilraum von V.

Dann gilt stets
dim(W) < dim(V).
5.6 Die Dimensionsformel

5.6.1 Dimensionsformel fiir Vektorraume
Sei V ein Vektorraum und seien Wy, Ws C V' Untervektorraume von V.

Dann gilt die Dimensionsformel

dim(Wl) + dim(WQ) = dim(W1 N Wg) + dim(W1 + WQ)

Bemerkung

Ist W1 oder Wy unendlich dimensional, so ist auch auf jeden Fall Wy + Wy
unendlich dimensional.

Beweis

Siehe 23.1.3 auf Seite 207.

5.6.2 Satz 1
Sei V ein Vektorraum und seien W1, Wy C V' Untervektorrdume von V.

Gilt
dim(W7) + dim(Ws) > dim(V),

so ist Wy N Wy # {0}.

5.6.3 Definition

Sei V' ein Vektorraum und sei A = a + W ein affiner Teilraum von V, das
heifit es gilt a € V und W C V ist ein Untervektorraum von V.

Dann gilt
dim(A4) := dim(W).
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5.7 Losen einer Grundaufgabe

5.7.1 Aufgabe

Gegeben sei der Standardvektorraum V = K" sowie m Vektoren aus V:
S = {ai,a2,...,an}

mit a; = (o1, @2, .., ) fiir i = 1,..,m.

Es soll nun geklédrt werden, wie die Dimension, des von .S erzeugten Unter-
vektorraumes W ist, also

dim (W) mit W =K-a1+...K-ap.

L6sung

Schreibt man die Vektoren aq, .., a, zunicht ausfiihrlich untereinander

a1 19 e A1n
a1 [eD)] co. Qon

)
aml Om2 ... Qmp

mxn

so erhélt man eine so genannte m x n Matrix (siehe Seite 46). Dabei ist nun
die i-te Zeile genau a;.

Auf diese Matrix kénnen nun folgende Operationen ausgefithrt werden, ohne
dass sich der Untervektorraum, der durch die Vektoren aus den Zeilen der
Matrix aufgespannt wird, verdndert:

(1) Vertauschen von Zeilen der Matrix.
(2) Multiplikation einer Zeile mit einem Vielfachen A € K mit A # 0.

(3) Addieren eines Vielfachen einer Zeile zu einer Anderen.

Durch diese Operationen, kann die Matrix in folgende Form gebracht werden
(vergleiche Gaufisches Eliminierungsverfahren):

0O ... 0 O~¢11 6412 . 5513 . dlt
O ... 0| 0O @99 ... Qos|... Qo
0 0 0 0 drr drt
0 0] 0 0 0 0
0 ...0/0 0 ... 0f... 0/ )

Gilt in dieser Matrix ay; # 0 fiir ¢ = 1, .., r, so folgt
dim(W) = r.
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5.8 Aufgaben

5.8.1 Aufgabe 1

Sei V.={f:R — R | f ist ein Polynom} der Vektorraum aller Polynom-
funktionen.

Zeige, dass die Funktionen

folz) =

filz) = =z

fo(x) = z?

folx) = 2"
fapi(z) = (1—2)"

linear abhénig in V sind.

L6sung
Die Funktionen fy, .., f, sind sicher linear unabhéngig. Durch
n ~ (n kK ~ (n k
fualo) = (1=ay = (D0t = X (1) 0k
k=0 k=0

erkennt man, dass f,+1(x) ein Polynom vom Grad n ist. Somit lésst sich
fn+1 durch eine Linearkombination von fi, .., f,, ausdriicken.

{fos s fns fn+1} sind also linear abhéngig.
5.8.2 Aufgabe 2
Berechne die Dimension des Untervektorraums
W =R-(1,2,-1,1)+R-(2,4,-1,5) +R-(1,2,1,5) + R- (2,4, -2,3)
von R*%.

L6sung

Es ist also die maximale Anzahl von linear unabhingigen Vektoren aus W
gesucht. Unter Anwendung des Gauflschen Eliminierungsverfahrens folgt:

12 -1 1Y\ (2 2 4 -2 2

2 4 -1 5 2 4 -1 5 | (=)
12 1 5] ¢ 724 2 1] ()
2 4 -2 3 2 4 -2 3 /) (-
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2 4 -2 2 2 4 -2 2
00 -1 =3 | () 00 -1 -2 | (4
N> N>
00 —4 -8 00 —4 -8
00 0 -1 00 0 -1
2 4 -2 2 2 4 -2 2
00 —4 -8 | () 00 —4 -8
N> N>
00 —4 -8 00 0 -1
00 0 -1 00 0 O

Demnach gilt dim(W) = 3.

5.8.3 Aufgabe 3

Bestimme eine Basis von
W = {(a,b,c,d) € R* | a+2d = 0}.

L6sung
Es gilt:

W = {(a,b,c,d) €R' | a+2d =0}
= {(-2d,b,c,d) € R* | b,c,d € R}
Wie man leicht sieht, gilt dim(W) = 3, da b, ¢, d € R beliebig gewiihlt werden
koénnen, um ein Vektor aus W zu erhalten.

Es werden also drei linear unabhéngige Vektoren aus W gesucht, also ist
zum Beispiel

{(0,1,0,0), (0,0,1,0), (-2,0,0,1)}

eine Basis von W.

5.8.4 Aufgabe 4

Sei K = {0, 1} der Korper aus zwei Elementen.

Berechne die Dimension des Untervektorraums

W = K-(1,0,1,1,1)+ K - (0,0,1,0,1) + K - (0,0,0,1,0)
+K-(1,0,1,1,1) + K - (1,0,0,1,0)

von K.
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Losung

Es ist die maximale Anzahl von linear unabhéngigen Vektoren aus W ge-
sucht:

10111 10111
0010 1 0010 1
00010 ~ 00010
1011 1] (=) 00000
10010/ (- 0010 1) (-)
10111
0010 1

~ 00010
00000
00000

Die drei Vektoren (1,0,1,1,1),(0,0,1,0,1) und (0,0,0,1,0) sind also linear
unabhéingig und erzeugen W.

Es folgt dim(W) = 3.

5.8.5 Aufgabe 5

Sei V = C? der zweidimensionale Standardvektorraum iiber dem Koérper der
komplexen Zahlen, es gilt also dim¢ (V) = 2.

Fasse V' als Vektorraum iiber dem Korper R der reellen Zahlen auf und
bestimme die Dimension dimg (V).
Losung

Sei {eq, .., e4} gegeben durch

(o) () 6) ()

Dann ist {ej, .., e4} linear unabhéngig:

(o) e (o) ()2 (1) = )

gilt nur fir Ay =... =X =0.

{e1,..,e4} ist aber auch ein Erzeugendensystem von V', denn es gilt

bi
ae + bes +d'es +bey = ot Z, ’a,a/,b,b'E]R =V
a + b

Somit ist {eq,..,eq} eine Basis von V und es gilt dimg (V) = 4.



6 Lineare Abbildungen

6.1 Definition und Satze

6.1.1 Definition

Seien V, W zwei Vektorrdume iiber einem Korper K.

Die Abbildung ¢ : V. — W heifit lineare Abbildung, wenn gilt:
(1) ¢(a+b)=¢(a)+ D) firaleabeV

(2) o(A-a)=A-p(a) firalle A€ KundaeV

Folgerung
Es folgt sofort ¢(0) = 0.

6.1.2 Satz 1

Sei ¢ : V' — W eine lineare Abbildung und sei U C V ein Untervektorraum
von V.

Dann ist die Bildmenge
e(U) ¢ W

ein Untervektorraum von W.

Beweis

Es sind wieder die drei Axiome eines Untervektorraums zu priifen, aber diese
folgend sofort aus der Definition einer linearen Abbildung:

Seien ¢(a), ¢(b) € p(U) und sei A € K. Dann ist auch

p(a) +(b) = pla+b) € p(U)

und analog
Mp(a) = p(da) € p(U).
Weiter ist natiirlich 0 € p(U). O

34
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6.1.3 Satz 2

Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung und sei U C W ein Untervektorraum
von W.

Dann ist die Urbildmenge
e N U) c VvV

ein Untervektorraum von V.

6.2 Bild und Kern linearer Abbildungen

6.2.1 Definition und Satz
Sei ¢ : V' — W eine lineare Abbildung.
Dann heif3t die Bildmenge

das Bild von ¢ und ist ein Untervektorraum von W.

6.2.2 Definition und Satz
Sei ¢ : V' — W eine lineare Abbildung.
Dann heifit die Menge

ker(p) = {v eV |p(v) =0}

der Kern von ¢ und ist ein Untervektorraum von V.
Es gilt also
ker(p) = ¢~ ({0}).

6.2.3 Satz 1

Sei ¢ : V' — W eine lineare Abbildung und sei {z1, .., z,} ein Erzeugenden-
system von V.

Dann ist {¢(x1), .., o(z,)} ein Erzeugendensystem von Im(y) C W.

6.2.4 Satz 2

Sei ¢ : V' — W eine lineare Abbildung und sei {z1,..,2,} eine Basis von V.

Dann wird durch {¢(x1),..,¢(x,)} die Abbildung ¢ eindeutig festgelegt.
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6.2.5 Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen
Sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung.

Dann gilt die Dimensionsformel

dim(V) = dim(ker(y)) + dim(Im(y))

Bemerkung

Ist V' unendlich dimensional, so ist ker(yp) oder Im(y¢) auch unendlich di-
mensional.

Beweis

Siehe 23.2.1 auf Seite 208.

6.2.6 Beispiel

Sei ¢ eine lineare Abbildung mit
0 R? — R?
(z,y) — (2,0),

und sei {ey, ea} die Standardbasis von R? (i ist eine so genannte Projektion
auf R).

Es gilt nun
Im(p) = K-e und ker(p) = K -e2
und auch die Dimensionsformel zeigt

dim(R?) = dim(ker(p)) + dim(Im(p)) = 1+1 = 2.

6.3 Verkniipfung linearer Abbildungen

6.3.1 Definition und Satz

Seine U, V, W Vektorrdume iiber einem Korper K und seien ¢ : V — W und
1 : U — V zwei lineare Abbildungen.

(1) Dann ist die Komposition (zusammengesetzte Abbildung)

poy:U — W
= ()

wieder eine lineare Abbildung.
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(2) Dann ist die Addition der Abbildungen
p+yv:U — W
z = p(@)+ ()
wieder eine lineare Abbildung.
(3) Dann ist die skalare Multiplikation einer Abbildung

Ap: V. — W mit Ae K
z o Ap(x)

wieder eine lineare Abbildung.

Beweis Teil 1
Seien a,b € U und A\, € K. Dann gilt

(po)(Aa+pub) = @(p(Aa+ pub))
= p(M(a) + (b))
= Ap(¥(a)) + pp(¥ (b))
= Mpov)(a)+ pu(pop)(d)

6.3.2 Definition

Seien V, W zwei Vektorrdume iiber einem Korper K.

Die Menge aller linearen Abbildungen von V nach W wird mit
Hom(V, W)

bezeichnet.

Eine lineare Abbildung aus Hom(V, W) heiit ein Homomorphismus.

6.3.3 Satz 1

Hom(V, W) bildet mit der oben definierten Addition und skalaren Multipli-
kation einen Vektorraum iiber K.

6.3.4 Definition

Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K.

Die Menge aller linearen Abbildungen von V nach V wird mit
End(V) := Hom(V,V)

bezeichnet.

Eine lineare Abbildung aus End (V') heifit ein Endomorphismus.
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6.3.5 Satz 2

End(V) bildet mit der oben definierten Addition sowie der Komposition von
Abbildungen einen nicht kommutativen Ring (siehe Seite 139).

Bemerkung
Fiir ¢, ¢, x € End(V) gilt also:
(1) (pod)ox=ypo(dox)
(2) po(¥+x)=pop+ypox
(3) (p+)ox=pox+vox
Weiter gilt fiir die identische Abbildung
d:V -V
xr X
poid = idoyp = o,

somit gibt es ein neutrales Element fiir die Komposition von Abbildungen
und End(V) bildet mit der Addition und Komposition als Verkniipfungen
einen Ring.

Da aber nicht immer ¢ ot = 1) o ¢ gilt, bildet End(V') einen nicht kommu-
tativen Ring.

6.3.6 Definition

Seien V, W zwei Vektorrdume iiber einem Koérper K und sei ¢ € Hom(V, W).
Ist ¢ zusétzlich auch noch bijektiv, so heifit ¢ ein Isomorphismus.

Man spricht dann auch davon, dass V' isomorph ist zu W und schreibt dafiir
VW oder V" W.

6.3.7 Satz 3

Sei ¢ : V — W ein Isomorphismus.

Dann gibt es eine Umkehrabbildung
oW =

die ebenfalls linear ist und fiir die gilt:

(1) popt =id: W =W

(2) plop=id: V-V



Kap.6  Lineare Abbildungen 39

6.3.8 Definition

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K und sei ¢ € End(V).

Ist ¢ zusétzlich auch noch bijektiv, so heifit ¢ ein Automorphismus.

6.3.9 Definition und Satz
Sei V' ein n dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K.
Die Menge aller Automorphismen von V'
GL(V) = GL(n,K) = {¢:V — V| ¢ ist ein Automorphismus}

heifit die allgemeine lineare Gruppe und ist abgeschlossen gegeniiber
Produkten und Inversen.

6.3.10 Satz 4

GL(V) bildet mit der oben definierten Komposition von Abbildungen als
Verkniipfung eine Gruppe (sieche Seite 122).

6.4 Abbildung der Basisvektoren

Der folgende Satz ist eine einfache Folgerung aus der Dimensionsformel fiir
lineare Abbildungen.

6.4.1 Satz 1

Seien V, W zwei endlich dimensionale Vektorrdume und sei ¢ : V' — W eine
lineare Abbildung.

Dann gilt:
(1) ¢ ist genau dann injektiv, wenn ker(yp) = {0} gilt.

(2) ¢ ist genau dann injektiv, wenn jede Basis von V auf ein linear un-
abhéngiges System von W abbildet.

(3) ¢ ist genau dann surjektiv, wenn jede Basis von V' auf ein Erzeugen-
densystem von W abbildet.

(4) ¢ ist genau dann bijektiv, wenn jede Basis von V auf eine Basis von
W abbildet.

6.4.2 Beispiel 1
Sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung und sei dim(V) = dim(W).

Soll gezeigt werden, dass ¢ ein Isomorphismus ist (also dass ¢ bijektiv ist),
so recht es die Injektivitdt oder die Surjektivitdt nachzuweisen.
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6.4.3 Beispiel 2

40

Seien V, W zwei Vektorrdume iiber einem Korper K, sei dim(V) = n und

sei {e1,..,e,} eine Basis von V.

Weiter sei ¢ : V' — W eine surjektive lineare Abbildung. Dann gilt

W = {x‘xzzn:ozigp(ei) oziEK}.

=1
6.5 Aufgaben

6.5.1 Aufgabe 1
Priife, welche der folgenden Abbildungen linear sind.

(1) ¢:R*—=R% (z,9) — (z+y—1,9)
(2) ¢:R* =R (2,9) — (y,z,2+y)
Losung Teil 1

Es gilt:

(1) Seien (z1,v1), (x2,92) € R%. Dann gilt:

o((x1,91) + (z2,92)) = (21 + 22,91 +y2)
= (m1+z2+y1+y2— 1Ly +y2)
= (z1+y1—Ly)+ (22 +y2,92)
# o(r1,y1) + (72, 92)

Demnach ist ¢ nicht linear.

Losung Teil 2
Es gilt:

(1) Seien (x1,v1), (x2,92) € R?. Dann gilt:

o((x1,11) + (22,92)) = @(@1+ 22,91 + ¥2)

= (y1+y2,$1+962,361+902+y1+y2)

= (yi,z1,z1+y1) + (y2,$2,$2 + y2)
= p(r1,y1) + o(z2,92)
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(2) Sei (x,9) € R%, A € R. Dann gilt:

p(Mz,y))

Demnach ist ¢ linear.

oAz, \y)

(Ay, Az, Az + \y)
My, z,z +y)
Ap(z,y)

41



I Linearformen

7.1 Definitionen und Satze

7.1.1 Definition
Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K.

Eine Abbildung f von V nach K
f:V—=K

ist eine Linearform von V.

Der Vektorraum Hom(V, K) aller Linearformen von V nach K heifit der
Dualraum von V.

Schreibweise:
V* = Hom(V, K)

7.1.2 Beispiel
Sei V = K™ und seien ay,..,a, € K beliebig.

Dann wird eine Linearform durch
n
f(x1, ., xn) = § a; x;
i=1

gegeben.

7.1.3 Satz 1

Sei V' ein n dimensionaler Vektorraum und sei f : V — K eine beliebige
Linearform mit f # 0.

Dann gilt
dim(ker(f)) = n—1.

42
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7.1.4 Definition
Sei f:V — K eine Linearform, also f € V*, und sei v € V.

Fiir f(v) schreibt man dann auch

7.1.5 Definition und Satz

Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K und sei
{e1,..,e,} eine Basis von V.

Seien f1,.., fn € V* mit

N 1 fir i=j
filej) = {0 fiir i %

oder anders geschrieben (siehe 8.3.3 auf Seite 51)
fi(ej) = 51']' fiir i,j = 1, .

Dann ist {f1, .., fn} die zu {ey, .., e, } gehorige Basis, die so genannte duale
Basts, von V*.

7.1.6 Satz 2

Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum.

Dann gilt aufgrund der dualen Basis gerade

dim(V) = dim(V").

7.1.7 Definition

Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum, sei W C V ein Untervektor-
raum von V und sei U C V* ein Untervektorraum von V*.

Dann gilt:
Wt = {feV*| f(w)=0firaleweW} c V*
Ut = {veV|f(v)=0firalle feU} Cc V
7.1.8 Satz 3

Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum, sei W C V ein Untervektor-
raum von V und sei U C V* ein Untervektorraum von V*.

Dann gilt:

(1) W+ ist ein Untervektorraum von V*
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(2) U* ist ein Untervektorraum von V'
(3) dim(Wt) = dim(V) — dim(W)
(4) dim(U*t) = dim(V) — dim(U)

(5) WhHt =w

(6) UH) =U

Beweisskizze

Dass W+ und Ut wieder Untervektorrdume sind, zeigt man leicht durch
das Priifen der drei Axiome.

Sei nun {ey, .., e,} eine Basis von W, die zu einer Basis {ey, .., e,,..,e,} von
V ergénzt wird. Sei weiter { f1,.., fn} die dazugehorige duale Basis von V*.
Dann lisst sich zeigen, dass {f,41, .., f»} eine Basis von W ist. Somit folgen
nun leicht die Punkte (1) bis (4).

7.1.9 Satz 4

Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K und sei
(V*)* der so genannte Bidualraum.

Dann gith es eine bijektive lineare Abbildung v mit
vV o= (V)
v o> oV = K
fo= f).
Bemerkung

V ist also isomorph zu (V*)*, aber demnach auch zu V*, denn es gilt
dim(V) = dim(V*).

Anders als ein Isomorphismus von V nach V* wird ein Isomorphismus von
V nach (V*)* ohne Festlegung einer Basis gegeben.

7.2 Aufgaben
7.2.1 Aufgabe 1

Seien V, W endlich dimensionale Vektorrdume iiber einem Korper K und sei
¢ : V — W eine lineare Abbildung.

Sei weiter
oWt =V
[ = fop
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die von ¢ induzierte lineare Abbildung.
(1) Sei ¢ surjektiv. Zeige, dass dann ¢* injektiv ist.

(2) Sei @ injektiv. Zeige, dass dann * surjektiv ist.

Losung Teil 1

Sei f € ker(¢*). Dann ist ¢*(f) = fog : V — K die Nullabbildung, d.h. es
gilt fiir allev € V

flp(v)) = 0.

Sei w € W beliebig. Da ¢ surjektiv ist, gibt es dann ein v € V mit p(v) = w
und es gilt fiir dieses v

Dies gilt aber fiir alle w € W, daher besteht der Kern von ¢* nur aus dem
Nullvektor, also ist ¢* injektiv.
Losung Teil 2

Sei g € V* beliebig, sei {e1,..,e,} eine Basis von V und sei f; = p(e;) fur
j=1,.,n.

Da ¢* injektiv ist, sind fi, .., f, € W linear unabhéngig, also kénnen diese
Vektoren zu einer Basis

{fla"‘afnafn+17"'7fm}

von W ergéinzt werden.

Sei f: W — K die lineare Abbildung, die gegeben wird durch

i = {7 izt

fur j > n.
Dann gilt
floley)) = f(f;) = glej)  firalle 1<j<m

und somit auch foyp =g.

Demnach ist f ein Element von W* mit ¢*(f) = g, also ist ¢* surjektiv.



8 Matrizen

8.1 Lineare Abbildungen und Matrizen

8.1.1 Rechnerische Beschreibung von linearen Abbildungen
Will man eine lineare Abbildung
p: VW

zwischen den Vektorrdumen V und W iiber einem Korper K rechnerisch
konkret beschreiben, geht man dabei folgendermafien vor:

(1) Fixieren einer Basis {eq,..,e,} von V.
(2) Fixieren einer Basis {fi,.., fm} von W.
(3) Betrachten von p(ej) € W fiir j =1,..,n.
(4) Beschreibung von ¢(e;) durch die Basis von W:
m
olej) = Zaijfi fir j=1,.,n
i=1

Dabei sind alle Koeffizienten a;; Elemente von K — sie lassen sich nun in
folgendem rechteckigen Schema darstellen:

ail .o Q1p
= (ai]‘) 1<i<m
1<j<n

aml .- QAmn

Ein solches Schema heifit eine Matriz M mit Eintrigen aus dem Korper
K.

Da bei der Darstellung einer linearen Abbildung als Matrix die zuvor fixier-
ten Basen iiber die Eintrige der Matrix entscheiden, schreibt man auch:

M(Spa {ela"7€n}7 {f17-'7fm}) = (alj)llézjggq: = A

A ist also die Matrix der linearen Abbildung ¢ : V. — W beziiglich der
Basen {eq,..,e,} und {f1,.., fm}

46
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Merkregel

Die Komponenten des Bildes ¢(e;) des jten Basisvektors e; findet man in
der jten Spalte der zugehorigen Matrix.

8.1.2 Von der Matrix zur linearen Abbildungen

Sei nun andersherum eine Matrix A = (a;j)1<i<m sowie die Basen {eq, .., e}
1<j<n

von V und {fi,.., fm} von W gegeben. Es soll nun die lineare Abbildung
p: VW

rekonstruiert werden.

Sei also = (z1,..,2,) € V beliebig mit

n
xr = E a:jej.
Jj=1

Dann gilt nach Definition:

n n
p(r) = oD ze| = D z0(e))
i=1 j=1

m n m

) - () S
j=1 i=1 ‘

=1 7j=1 i=1

n
mit ¢; = ajr; firi=1,..,m.
—

J

Man erkennt also nochmal: die lineare Abbildung ¢ wird durch die Dar-
stellung der Bildvektoren ¢(e1), .., ¢(e,) beziiglich der Basen {ey, .., e, } und
{f1,.., fm} eindeutig festgelegt.

8.1.3 Definition und Satz
Die Menge der m x n Matrizen mit Eintrigen aus einem Korper K wird mit
M(m x n, K)

bezeichnet.

M(m x n, K) bildet einen K-Vektorraum und hat die Dimension m - n.



Kap.8 Matrizen 48

8.1.4 Satz1

Seien V, W zwei Vektorrdume iiber einem Korper K sei {ey, .., e, } eine Basis
von V und sei {f1,.., fm} eine Basis von W.

Dann definiert die Abbildung

Y Homg(V, W) — M(m xn, K)
Y = M(@? {617"7(3”}7 {fla”7fm})

einen Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

8.2 Rechnen mit Matrizen

8.2.1 Addition

Seien A = (aij)1<i<m, B = (bij)1<i<m € M(m x n, K).
1<j

1<i
1<5<n j<n

Dann gilt

A+ B = (Cij) 1<i<m mit Cij = Q45 + bij.
1<j<n

8.2.2 Skalare Multiplikation
Sei A = (aij)1<i<m € M(m x n, K) und sei A € K.
1<5<n

Dann gilt
AA = ()\ . aij)lgigm.

1<5<n

8.2.3 Multiplikation
Sei A = (aij)lgigm S M(m Xn, K), B = (bjk> 1<j<n € M(n X, K)
1<j<n 1<k<r

Dann gilt

1<k

n
A-B = (C = (Cik)1<i§m S M(m X, K) mit Cik = Zaijbjk.
a ]_1

Um den ik ten Eintrag des Produkts von A und B zu erhalten, multiplizert
man also komponentenweise die i-te Zeile von A mit der k-ten Spalte von
B.

Herleitung

Seien V, W, U Vektorrdume iiber einem Koérper K, sei {ey,..,e,} eine Basis
von V', sei {f1,.., fm} eine Basis von W und sei {¢1, .., g, } eine Basis von U.
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Seien ¢ : V. — W und ¢ : U — V zwei lineare Abbildungen mit den
zugehorigen Matrizen

A = (aij)izizm = Mg, {e1,..,en}, {f1, - fm}) und
1<j<n

B = (bjk)1§j§n = M(’l/), {gl,..,gr}, {61,..,€n}).
1<k<r

Da sich diese beiden Abbildungen nun zu @ o1 verkniipfen lassen, stellt sich
die Fragen, ob man auch die zugehotrigen Matrizen verkniipfen, in diesem
Fall also multiplizieren, kann.

Es gilt

k
@Z)(gk) = ijkej fiir k‘:1,..,7“
7j=1

und es folgt

k
(po)(gr) = oig) = ¢ D bires | = > birple;)
j=1

J=1

k m m n m
= Z bjk (Z aijfi> = Z aijbjk fz = Z Cikfi
j=1 i=1 1 i=1

i=1 \j=

n
mit ¢;p = Z aijbjk € K.
Jj=1

8.2.4 Beispiel

Seien A und B zwei 2 x 2 Matrizen mit

1 2 2 1
A—<31> und B—<30>.

Dann gilt:

A B L2y (21\_(1-2+2:3 1-1+2-0)\_(8 1
U3 1 30/ \3-2+1-3 3-1+1-0/) \\9 3

B.A— 2 1\ (1 2\_(21+1-3 2:2+1-1\_(5 5
3 0 3 1) \3-1+0-3 3-2+0-1 ) \ 3 6

Das Beispiel zeigt, dass die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist.
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8.2.5 Rechenregeln

Haben die Matrzien A, B,C' die richtigen Formate, dann gelten folgende
Rechenregeln:

(1) A+B=B+A
(2) (A+B)+C = A+ (B+C)
(3) A(B+C) = AB+ AC
(4) (A+ B)C = AC + BC
(5) (AB)C = A(BC)

8.3 Weitere Definitionen und Satze

8.3.1 Definition

Fiir den Vektorraum M(n x n, K) aller n x n Matrizen schreibt man auch
kurz
M(n, K) := M(n x n, K).

8.3.2 Satz 1

Sei V' ein beliebiger Vektorraum iiber einem Kérper K und sei {ej,..,e,}
eine Basis von V.

Dann definiert die Abbildung
¥ :Endg(V) — M(n, K)
p = M(907 {617"7671}7 {61,..,6n})

einen Isomorphismus von K-Vektorrdumen mit Ringstruktur, d.h. einen Iso-
morphismus, der Addition und Multiplikation respektiert (sieche Kapitel 18
ab Seite 139).

Die Matrix
1 0 0 0
0 1 0 O
E, = :
0 0 1 0
0 O 0 1

ist dabei das neutrale Element der Multiplikation von M(n, K) und heift
die n x n Einheitsmatriz.
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8.3.3 Definition

Das Kroneckersymbol §;; ist ein Symbol mit zwei Indizes, fiir das gilt:

5o - 1 fir i=
U0 fir i#j

Es gilt also zum Beispiel

En = (dij)1<ij<n-

8.3.4 Normalformenproblem
Sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung und sei dim(Im(yp)) = 7.

Dann gilt bei einer geeigneten Wahl der Basis {ej,..,e,} von V und der
Basis {f1,.., fm} von W

E. 0
M(@a {61)"7671}7 {fla")fm}) - ( OT’ 0 ) .
Dabei sind 0 Blockmatrizen und FE, ist die » X r Einheitsmatrix.

Herleitung
Sei ¢ : V' — W eine beliebige lineare Abbildung.
Sei {e1, .., en} eine Basis von V, dabei {e;+1, .., e, } eine Basis von ker(p).

Demnach ist {¢(e1),..,¢(e,)} eine Basis von Im(p) C W, die beliebig zu
einer Basis {f1, .., fm} von W ergénzt werden kann.

Es gilt also f1 = ¢(e1), .., fr = (er).

Daraus ergibt sich sofort

i, ferwends Ui dnd) = (50 )

dabei sind wieder 0 Blockmatrizen und FE, ist die » x r Einheitsmatrix.

Ist speziell ¢ : V' — W ein Isomorphismus und gilt fiir die Basis {fi, .., fn}
von W gerade f; = ¢(e;) fiir : = 1, .., n, so folgt sofort

M((pa {617"7671}7 {f17-'7f7’l}) = En

8.4 Transformationsformel

8.4.1 Satz (Transformationsformel)

Sei ¢ : V' — W eine lineare Abbildung, seien {e1, .., e, } und {€}, .., €/, } Basen
von V und seien {f1,.., fm} und {f7,.., f,} Basen von W.
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Sei
A = M(yp, {e1,-,en}, {f1,., fm}) und
A= M, el el (o )
sowie fiir die identischen Abbildungen idy und idy
C = M(idy, {e1,..,en}, {€], . €n}) und
B = M(idw, {f1, - fm}, {f1s o })-

Dann gilt
A = B-A-CL.

Ist speziell ¢ : V — V, so gilt
A =C-A-CcL

Diagramm

Folgendes Diagramm soll die Basistransformation verdeutlichen:

Vv i w alte Basis
Cl 1B
A .
Vv — w neue Basis

Herleitung

Sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung, seien {ej,..,e,} und {e},..,e}}
Basen von V und seien {f1,.., f,} und {f7, .., f/,} Basen von W, genau wie
im Satz oben.

Betrachtet man die identisch Abbildung
dy V. — V
x — oz,
so lassen sich zwei (in der Regel) unterschiedlich Matrizen
C := M(idy, {e1,..,en}, {€},..,e,}) und
D := M(idy, {€},...e,}, {e1,..,en})
bilden.
Es gilt nun
C-D = M(idy, {€},...,e,}, {€],...e,}) = E, sowie
D-C = M(idy, {e1,...en}, {€1,.,en}) = Ey
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und demnach folgt
D =%

Betrachtet man nun die Matrix zu
©
{eh, ey — {fifmh

so erhilt man
A = M(‘)O? {6/17 "7641}7 {fia 7f7/n})
Betrachtet man nun die Matrizen zu
id id
{6,17"56;1} —V) {617"7€TL} i) {fla"vfm} —W> {f{v?f;n}v
so erhilt man
ct = M(idy, {€},..,e.}, {e1, - em}),
A = M(907 {617"76n}7 {fl)"vfm})u
B = M(ldW7 {flv-'vfm}v {f{avffln})

Man erhéilt nun
A = B-A-CL

8.4.2 Beispiel 1
Sei ¢ : R? — R? mit ¢(z,y,2) = (x + 3,y + 2).

Bestimme die Matrix A von ¢ beziiglich der Standardbasen {ey,..,e3} von
R? bzw. {f1, f2} von R? und fiihre eine Basistransformation zu den neuen
Basen

{er =(1,1,1),¢5=(0,1,1),e3 = (0,0,1)}  baw. {fi=(1,1),f;=(0,1)}

des R3 bzw. R? durch.

Losung

Zunichst einmal gilt wie iiblich

Weiter ist
1
C == M(ing’? {617 "763}7 {6/17 "’eé}) = -1
0
1
1

B = MGd, Uit (18 = ( _
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Durch das Invertieren der Matrix C' (siehe dazu 8.6 ab Seite 57) folgt
1 00
ct=1[110
1 11

Durch die Transformationsformel ergibt sich nun gerade die Matrix A’ von
© beziiglich der neuen Basen:

100
A’:B-A-Clz(_ia))-(éi(l)) 110
111

a 10 (210

- \-11 2 21

_ 2 10

N 011
Berechnet man nun als Probe die Matrix A’ direkt iiber die neuen Basen,
so erhélt man dasselbe Ergebnis.

8.4.3 Beispiel 2
Sei ¢ : R? — R? mit ¢(z,y) = (z,z +y).

Bestimme die Matrix A von ¢ beziiglich der Standardbasis {e1, ea} von R?
und fiithre eine Basistransformation zu der neuen Basis

{6/1 = (172)7 6/2 = (374)}

des R2 durch.

Losung

Zunichst einmal gilt fiir die Matrix A gerade

A= (1 ?)

C = M(idge, {en,ea}, {€},€b}) = (‘? fiﬁ)-

Weiter erhilt man

Durch das Invertieren der Matrix C' (siehe dazu 8.6 ab Seite 57) folgt

4 (13
c _<24).
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Die Transformationsformel ergibt nun gerade die geforderte Matrix A’ von
 beziiglich der neuen Basis:

oot = (7)) G
(2 2) ()
()

8.5 Rang einer Matrix
8.5.1 Definition

Der Zeilenrang einer Matrix M € M(m x n, K) ist die Dimension des von
den Zeilen
{(a11, .., a1n), (a1, -, a2n); - -« 5 (@m1, -+ @mn) }

aufgespannten Untervektorraums oder anders die maximale Anzahl eines
linear unabhéngigen Teilsystems.

Schreibweise: Zeilenrang(M ).

Der Spaltenrang einer Matrix M € M(m x n, K) ist die Dimension des
von den Spalten

{(alla ‘e am1)7 (a127 ) am2)7 B (a1n7 ‘0 amn)}

aufgespannten Untervektorraums oder anders die maximale Anzahl eines
linear unabhéngigen Teilsystems.

Schreibweise: Spaltenrang(M).

8.5.2 Satz 1

Sei M eine beliebige m x n Matrix.

Dann gilt stets
Zeilenrang(M) = Spaltenrang(M).

Beweisskizze

Es ist offenbar Zeilenrang(M) = Spaltenrang(M?), dabei ist M*! die trans-
ponierte Matrix von M.

Durch Basisinderung der Matrix M erhilt man eine Matrix M’. Es gilt
dann Zeilenrang(M) = Zeilenrang(M").

Durch geschickte Wahl der Basen erhilt man nun M’ in Normalenform und
die Behauptung ist dann sofort aus der Matrix M’ zu erkennen.
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8.5.3 Definition
Es gilt fiir den Rang eine beliebige m x n Matrix M

rang(M) := Zeilenrang(M) = Spaltenrang(M).

8.5.4 Satz 2
Sei M = M(yp, {e1,..,en}, {f1,.., fm}) eine beliebige m x n Matrix.

Dann ist der Rang der Matrix M unabhingig von der Wahl der Basen
{e1,..,en} und {f1,.., fm}

8.5.5 Satz 3

Sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung.

Dann ist die Dimension des Bildes (V) C W gerade der Rang der zu ¢
gehorigen Matrix.

8.5.6 Satz 4
Sei M € M(m x n, K) eine beliebige Matrix.

Dann #dndern folgende elementare Zeilen- bzw. Spaltenumformungen den
Rang der Matrix M nicht:

(1) Vertauschen von Zeilen bzw. Spalten.
(2) Multiplikation einer Zeile bzw. Spalte mit einem Vielfachen 0 # A € K.

(3) Addieren eines Vielfachen einer Zeile bzw. Spalte zu einer Anderen.

8.5.7 Beispiel 1

Sei
1 4 2
M = 21 3
4 97
Dann gilt:
1 4 2 (2) 2 8 4 2 8 4
2 1 3 ~ 2 1 3 (+) ~ 4 9 7
4 9 7 4 9 7 4 9 7 (—)
2 8 4 (-2) 4 16 8 4 16 8
~ 4 9 7 ~ 4 9 7 (=) ~ 0 7 1
0 00 0 0 O 0 0 O
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Man erhélt also ein System von 2 linear unabhéngingen Zeilenvektoren, da-
her gilt
rang(M) = 2.

8.5.8 Beispiel 2

Eine m x n Matrix M der Form

0O ... 0 a; a2 ... Qs | .-.. QA1t
0O ... 0 0 azy ... QA2g | ... Q9¢
M = 0O ... 0] 0 0 ... Gpp|... an
0 0] 0 0 0 0
0 ... 0O 0O ... 0 |... O

mit r < ¢t und a; # 0 fiir ¢ = 1,..,r besteht aus r linear unabhéngingen
Zeilenvektoren, daher gilt

rang(M) = r.
8.6 Invertierbare Matrizen

8.6.1 Definition

Eine n x n Matrix M heifit genau dann tnvertierbar, wenn es eine n x n
Matrix M~ gibt, so dass

M-M' = E,
gilt. M1 ist dann das Inverse zu M.

8.6.2 Satz 1

Ist die Matrix M invertierbar, so ist die zu M inverse Matrix M ~! eindeutig
bestimmt.

8.6.3 Satz 2

Sei M eine n x n Matrix.

Gilt rang(M) < n, so kann M nicht invertierbar sein.
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8.6.4 Methode zum invertieren einer Matrix

Sei A eine n X n Matrix mit

A =

Apl .. Qpnp

Um das Inverse von A zu berechnen, schreibt man zunéchst A und die n xn
Einheitsmatrix in einer Matriz nebeneinander:

ai] ... Qip 1 ... 0

Apl --- Gup |0 ... 1
Nun versucht man mit Hilfe der elementaren Zeilenumformungen
(1) Vertauschen von Zeilen,
(2) Multiplikation einer Zeile mit einem Vielfachen,
(3) Addieren eines Vielfachen einer Zeile zu einer Anderen

den linken Teil der Matrix in die n x n Einheitsmatrix F,, umzuformen.

Da jeder Schritt auf der gesamten Matrix durchgefiirt wird, steht am Ende
in dem rechten Teil der Matrix gerade die gesuchte Matrix A~!.

8.6.5 Beispiel
Berechne das Inverse der Matrix
4 2 1
A = 2 1 1
2 2 2
Losung
4 2 1/1 0 0O 4 2 1]1 O 0
21 1101 0 ~ 0O 0 —-1{1 -2 O ~
2 2 2(0 01 0 -2 -3|1 0 -2
4 2 2 1 1 0 O

o
|
[\
(-
)
— =
oo
=
[\
\—/v
cCow OO
|
[\
|
)
—
o
|
[\
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4 0 0|0 4 -2 10001—1/2
0—20—26—2'\»0101—31
0O 0 1]-1 2 0 0 1]-1 2 0
Das Inverse zu A ist also
( 1 —1/2
Probe
421 0 1 -—1/2 100
A-A7Y = 2 1 1 1 -3 1 = 010 = FE3
2 2 2 -1 2 0 0 0 1
8.7 Aufgaben
8.7.1 Aufgabe 1
Sei die lineare Abbildung
¢:R4 - R3

(a,b,c,d) — (a+bb+c,c+d)

gegeben. Bestimme die Matrix M von ¢ beziiglich der Standardbasen von
R* und R3.

Losung

Es gilt:
»(1,0,0,0) = (1,0,0)
»(0,1,0,0) = (1,1,0)
©(0,0,1,0) = (0,1,1)
©(0,0,0,1) = (0,0,1)

Es ergibt sich also die gesuchte Matrix
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8.7.2 Aufgabe 2

Sei V ein n dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K mit der Basis
{e1,..,e,} und sei p : V' — V eine lineare Abbildung, die durch

oler) = €i-1 fir i=2,..,n
t 0 fir =1

gegeben wird.

Berechne die Matrix A = M(p, {e1,..,en}, {e1,..,e,}) und berechne A*.

L6sung

Wir erhalten als Bilder der Einheisvektoren

90(60> = ( ) ’ 70)7
80(61> = (1,0, > 70)7
elen) = (0,0,...,1,0).

Daraus ergibt sich also folgende Matrix:

0 1 .0
00 1 ...0
A= : 0
00 ... 0 1
00 ... 00

Fiir die Matrix A* gilt
Ak = M(gpk, {617 "7en}7 {617 "aen})-
Nach der Definition von ¢ gilt:

kooN e fur k+1<i<n
Pile) = {0 fir i<k

Analog zu dem ersten Aufgabenteil erhalten wir die Blockmatrix

ko 0 En_k
A‘(o 0o )

dabei ist E,_j die (n — k) x (n — k) Einheitsmatrix und 0 entsprechende
Nullmatrizen.

Fiir k > n ist A* also die Nullmatrix.
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8.7.3 Aufgabe 3

Sei n € N und sei

=0

V = {f:RHR‘f(m):Zaimi mit ao,..,anER}

der reelle Vektorraum aller Polynomfunktionen vom Grad < n und sei
{60:1, e1 =z, ey = 22, ...,en:x”}
die Standardbasis von V.

Sei ¢ : V — V diejenige Abbildung, die jedem Polynom auf seine Ableitung
abbildet, also

p:V =V
f(z) = Zaixz — Zz’aixlfl = f'(x)
i=0 i=1
(1) Zeige, dass ¢ eine lineare Abbildung ist.

(2) Bestimme den Kern von ¢.

(3) Berechne die Matrix A = M(g, {e1,..,en}, {€1,..,en}).
Losung Teil 1

(1) Seien a(z) = Y a;x%, b(x) = 3 bz’ € V. Dann gilt:
i=0 i=0

pla(z) +b(x)) = ¢ (Z a;zt + Z bixi>
=0 =0
= ¢ (Z(a@ + bz)l‘z> = Z i(ai + bi)l’i_l

i=0 i=1

= Z iaiz’ !+ Z ibix' ™ = p(a(z)) + (b))
i=1 i=1

(2) Seia(x)= > ax' € V und A € R. Dann gilt:
i=0

eA-a(z)) = ¢ ()\Zaixi> = @ (Z(Aai)xi>
i=0 i=0

= Zi()\ai)mi_l = )\Ziaﬁi_l = A-p(a(x))
i=1

=1

Demnach ist ¢ eine lineare Abbildung.
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Losung Teil 2
Sei a(z) = 3 a;2* € V beliebig. Dann gilt:
i=0
a(x) € ker(p) <
& d(z)=0 firalle z€R
& a; =0 firalle ¢ >1
& a(r) =ap

Der Kern von ¢ ist also der 1 dimensionale Untervektorraum aller konstanten
Funktionen a(z) = ag.

Losung Teil 3

Wir erhalten als Bilder der Einheisvektoren

90(60) = 90(1) = (07 0,...,0, 0)7
80(61) :tp(l') = (17()’"'7070)7
2

cp(e):go(a:Q) = (0,2,...,0,0),

olen) = e(2™) = (0,0,...,n,0).

Daraus ergibt sich die gesuchte Matrix

01 0 ...0
00 2 ...0
A= 3 0
00 .. 0 n
00 ... 0 0

8.7.4 Aufgabe 4

Sei k € R beliebig. Berechne die inverse Matrix zu A = < (1) I; )

LGsung

Fiir die invertierte Matrix A~! = < Z Z ) gilt:

e () () - (1) -
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Daraus ergibt sich das Gleichungssystem

a+ ke =
b+kd =

_ O O =

und es folgt

8.7.5 Aufgabe 5

a b

Sein(c d

> € M(2, R) eine beliebige 2 x 2 Matrix.
Zeige, dass dann
X% -Sp(X)- X +det(X)-Ey = 0

10

gilt. Dabei ist Fo = < 0 1

Sp(X)=a+deR.

> € M(2, R), det(X) = ad — bc € R und

LGsung
Es gilt:
X2 —Sp(X) - X +det(X) - By

[ a b 2_( +d)- a b n a b . 1 0

“\e d a c d c d 0 1

([ a*4bc ab+ad \ [ a®+ad ab+bd n ad — bc 0

“\ ac+ecd be+ d? ac+ cd ac+ d? 0 ad — bc
0 0

(82) -

8.7.6 Aufgabe 6

Sei A = (aij)1§i7jgn € M(n, K) eine n X n Matrix.
Sp(A) = Zaii e K
=1

bezeichnet die so genannte Spur der Matrix A.
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Sei Sp diejenige Abbildung, die jeder n x n Matrix ihre Spur zuordnet, also

Sp:M(n, K) — K
A — Sp(A).

(1) Zeige, dass Sp eine K-lineare Abbildung ist.
(2) Zeige, dass fiir alle A, B € M(n, K)
Sp(AB) = Sp(BA)
gilt.
(3) Zeige, dass fiir alle invertierbaren Matrizen X € M(n, K)
Sp(XAX™!) = Sp(4)
gilt.

Losung Teil 1
(1) Seien A, B € M(n, K) beliebig. Dann gilt:

(@11 +b11) ... (ain+0bipn)
Sp(A+B) = Sp : :
(anl + bnl) cee (ann + bnn)
= > (ai+bi) = > an+ > by
i—1 i—1 i—1

= Sp(4) +5p(B)

(2) Sei A € M(n, K) beliebig und A € K. Dann gilt:

)\CLH e )\aln
Sp(Ad) = Sp :
)\anl e )\ann
= Z()\a”) = )\ Z Qg5
=1 =1
= ASp(4)

Demnach ist Sp eine K-lineare Abbildung.
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Losung Teil 2
Es gilt:
> i a1y - bj1) > iei(a1j - bjn)
Sp(AB) = Sp
> iz (anj - bj1) > iz (anj - bjn)
n n n n
- Z Z(au bji) | = < (i bﬂ)>
i=1 \j=1 j=1 \i=1
= Z(Z(%"%)) = ( (b ajz‘))
j=1 \i=1 j=1 \i=1
iz (bij - ajn) o i (b - agn)
= Sp : :
> i1 (bnj - aj1) o 2y (bnj - ajn)
Losung Teil 3

Nach Aufgabenteil 2 folgt

Sp(XAX™') = Sp(AX~'X) = Sp(AE) = Sp(A).

65
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9 Lineare Gleichungssysteme

9.1 Loésungsmengen linearer Gleichungssysteme

9.1.1 Definition

Sei K ein Korper, seien a;; € K und sei ein lineares Gleichungssystem
der Form

a11r1  + apry + ... + awmr, = b
asx1 + axprs + ... 4+  amT, = by
amiTi + amer2 + ... + QmnTn = bn

mit den n Unbekannten z1, .., x, € K gegeben.
Schreibt man = und b als Spaltenvektoren
1 bl
T = : und b =

Tn bm

und ergibt sich A € M(m x n, K) aus

ail ce. Q1p

<n

1<i
1<5<

A = (aij)

so beschreibt

Axr =b ein inhomogenes lineares Gleichungssystem und

Ar =0 ein homogenes lineares Gleichungssystem.

9.1.2 Satz1
Sei K ein Korper, sei x € K™ und sei A € M(m x n, K).

Die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems

Az = 0

66
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ist ein Vektorraum von der Dimension
n — rang(A).

Beweis

Betrachtet man die lineare Abbildung

p: K" — K"

r — A,

so ist der Kern von ¢ gleich dem Losungsraum des homogenen linearen Glei-
chungssystems.

Die Dimension folgt dann gerade aus der Dimensionsformel fiir lineare Ab-
bildungen. O

9.1.3 Satz 2
Sei K ein Koérper, seien x € K™ und b € K™ und sei A € M(m x n, K).

Die Losungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungssystems
Axr = b

ist ein affiner Teilraum von K™.

9.1.4 Definition und Satz
Sei K ein Korper, seien x € K™ und b € K™ und sei A € M(m x n, K).

Weiter sei (A,b) die Matrix A, erweitert um den Spaltenvektor b, also

all o Q1p bl
(A,b) =

aml - Gmn bm

Das inhomogenen linearen Gleichungssystems
Ax = b
hat genau dann mindestens eine Losung, wenn gilt

rang(A) = rang(A,b).
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9.1.5 Satz fiir den Fall m=n

Betrachtet man ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen und n

Unbekannten, also
Ar = b

mit A € M(n, K) und z,b € K™, so kann es nur dann eine Losung fiir z
geben, wenn A invertierbar ist.

Ist dies der Fall, so gilt
r = A1

Beweis
Es gilt

Ar=b & A 'Az=A"" & Exr=A""% & x=A".

9.1.6 Satz 3

Sei K ein Korper, seien © = (z1,..,2,) € K™ und b = (by,..,by,) € K™ und
sei A = (aij)1<i<m € M(m x n, K).
1<5<n

Durch das inhomogene lineare Gleichungssystem
Axr = b
seien folgende Linearformen gegeben:
n
filxy, . xp) = Zaijxj fir i=1,..,m
j=1
Dann ist das Gleichungssystem Az = b genau dann lésbar, wenn aus einer

Relation

D Xifi =0 mit A, A €K
=1

im Dualraum des K™ stets

folgt.
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9.2 Aufgaben
9.2.1 Aufgabe 1

Bestimme den Losungsraum des folgenden Gleichungssystem:

2z + y + 3z = 2
r + b4 - 2z =0
-7y + 5z = 2

Losung

Es ergibt sich die Matrix A und der Spaltenvektor b:

2 1 3 p
A=114 1|, b=10
0 -7 5 P

Wie bei den Gleichungen selber, kann man natiirlich auch bei der Matrix
(A,b) die iiblichen elementaren Zeilenumformungen vornehmen, ohne die
Losungsmenge zu verdndern:

2 1 3 2 2 1 3 2 2 1 3 2
1 4 -10) ~ |2 8 20| ~ 1|10 -=7252] ~
0 -7 5 0 0 =7 5 2 0 -7 5 2

2 1 3 2

0 =7 5 2

0 0 00

Man erkennt, dass
rang(A) = rang(A4,b)

gilt, es gibt also mindestens eine Losung. Es folgt:

2x+y+32z = 2
—Ty+5z = 2
7 2
z = 5y+5
13 2
r = ——Yy+=

Es ergibt sich somit der Lésungsraum

f 13 2 7 2
W o= K“‘ ——y+ =,y Y+ < K.
{(m,y,Z)G ( FYT Y 5y+5>,y€ }
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9.2.2 Aufgabe 2

Bestimme die Losungsmenge das linearen Gleichungssystem

1 +  2x
3r1 + 6z — T3 — 314
—2x1 — 4z 4+ 3 4+ 314
4r1 + 8xyg — 2x3 — 0Ox4

in Abhéngigkeit von a € R.

L6sung

+ x5
+ x5
+ x5

70

3a+1
4a
—2a
oa

Ubertrigt man das Gleichungssystem in eine Matrix, so folgt:

1 2 0 0 1|3a+1
3 6 -1 -1 1 4a
-2 -4 1 3 0] —2a
4 8 -2 —6 1 da
12 0 0 1] 3a+1
00 -2 -6 —-3|—-7a—4
[a g
00 1 3 2| 4da+2
00 -1 -3 -2|-5a—-3
12 0 0 1] 3a+1
0 0 -2 -6 —-3|—-7a—-14
(a4
00 0 0 1 a
00 0 0 O0f-a-1
1 200 0] 2a+1
0 01 3 0f2a+2
a4
00001 a
000 O0O0|—-a-1

Ein derartiges inhomogenes Gleichungssystem kann nur dann eine Losung
haben, wenn rang(A) = rang(Ab) gilt, d.h. es muss —a — 1 = 0 gelten.

Demnach ist das Gleichungssystem nur fiir a = —1 16sbar.

Es gilt nur fiir a = —1:

rs = —1
rz3+3x4 = 0
1+ 229 = -1

Demnach ergibt sich der Lésungsraum

L = {(_]‘ - 2$27 x2, _3$45 X4, _1) S R5 | T2, T4 S R}
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9.2.3 Aufgabe 3

Bestimme eine Basis fiir den Losungsraum des homogenen linearen Glei-
chungssystems, das gegeben wird durch:

dry + 2x9 — T3 + x4 = 0
r1 + 22 + a3 + x4 + x5 = 0
o To + 2x3 + x5 = 0

L6sung

Ubertrigt man das Gleichungssystem in eine Matrix, so folgt:

4 2 -1 1 O 0 00
1 1 1 111
1 -1 2 0 1 1 2 01
4 0 00 4 0 0 00
~ 0 1 1 11 ~> 01111
0 -1 2 0 1 00 3 1 2
4 0 0 O
~ 01 -2 0 —1
00 3 1 2

Demnach gilt fiir das Gleichungssystem auch
dry =

To — 23 — 5 =

3x3 + x4 + 2x5

und es folgt:

r1 = 0
To = 2x3-+ T35
T4 = —3:133 - 21:5

Demnach ergibt sich der Lésungsraum
L = {(0, 22X+, A, =3\ —2u, p) € R | X\, u € R}.

Der Losunsraum L ist demnach zweidimensional, es werden also zwei linear
unabhéingig Vektoren aus L gesucht.

Mit A =1 und p = 0 sowie mit A = 0 und p = 1 ergeben sich die Vektoren
er = (0,2,1,-3,0) und e = (0,1,0,-2,1),
die beide in L enthalten und linear unabhéngig sind.

Somit bildet {e1,es} eine Basis von L.



10 Determinantentheorie

Der Determinantentheorie hat das Anliegen, ein geeignetes und sinnvolles
Ma# fiir das Volumen bestimmter paralleler Kérper zu definieren.

Abbildung 1

So lésst sich zum Beispiel die Flache V eines Parallelogramms, das durch
zwei linear unabhéngigen Vektoren a1 = aq1e1+ai26e2 und as = aoie;+agoes
aufgespannt wird, durch

V = ar1a00 — apa
berechnen.

Ahnlich lisst sich auch das Volumen V eines Parallelepipeds berechnen, dass
durch drei linear unabhingige Vektoren a1, as, az € R3 mit

3
a; = E Q€5 i:1,2,3
j=1

aufgespannt wird:
V = anageasz+ai2aa3as + 01300132 — 130220031 — 120021 (433 — (111 V23432

Die Determinantentheorie versucht diese Eigenschaften nun auf alle n di-
mensionale Rdume zu iibertragen.

10.1 Multilinearformen

10.1.1 Definition

Sei V ein n dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K und sei weiter
{e1,..,en} eine festgelegte Standardbasis von V.

72
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Eine Abbildung

f:Vx...xV —- K
N——

n-mal

(a1,...,an) — flai,...,an)

heifit eine alternierende Multilinearform, wenn fiir alle A\, u € K und
fiir alle ¢ € {1,..,n} gilt:

(1) f(ala cey Aai + Mb17 () an) — )‘f(ala ey @y ey an) + Mf(ala () bi) () an)
(2) sind zwei Vektoren aus {ay, .., a,} gleich, so gilt f(ay,..,a,) =0

(3) f(el,..,en) =1

10.1.2 Folgerung
Sei f eine alternierende Multilinearform.

Sind die Vektoren {ay, .., a,} linear abhingig, so gilt f(ai,..,a,) = 0.

10.1.3 Folgerung

Sei f eine alternierende Multilinearform und seien 7, j € {1,..,n}.

Dann gilt
flar, .. ai, .. a5,..,an) = — fla1,..,aj,..,a;,..,a,).
Beweis
Es gilt
0 = fla1,..,ai+aj,..,a; +aj,..,apn)

(

(a17 ey @y oy Ay oy an) + f(a17 cey Ay ..,(Zj, '-7an) +
flar,..,aj,..,a;,..,an) + f(a1,..qj, .., a5, .., an)

(

A1,y Gy ey Gy ooy ) + flan, a4, .., a4, .., ap).

10.2 Permutationen

10.2.1 Definition

Eine Permutation von {1,..,n} ist eine bijektive Abbildung

o:{l,..,n} = {1,..,n}.
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10.2.2 Definition

Sp bezeichnet die Menge aller Permutationen von {1,..,n} nach {1,..,n}.

Elemente aus S,, werden in der Regel mit 7 bezeichnet.

10.2.3 Beispiel
Sei € Ss3.
Gilt 7(1) =2, 7(2) =3 und 7(3) = 1, so wird 7 auch als

(1 2 3
T 231
geschrieben.

10.2.4 Satz 1

S, besteht stets aus n! Elementen.

10.2.5 Satz 2

Sy, bildet mit der iiblichen Verkniipfung ”o” von Funktionen eine so genannte
Gruppe (siehe Seite 122).

10.3 Multilinearformen und Permutationen

10.3.1 Satz 1

Sei V ein n dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K mit einer Basis

{e1,..,en}, sei
fiVx...xV oK

eine alternierende Multilinearform und seien aq, .., a, € V mit
n
a; = g Qjje; fuir i=1,..,n.
j=1

Dann gilt

f(a17--'7an) = Z Ain(1) -+ " Ong(n) 'f(ew(l)a-'wew(n))'

71'6571

Beweisskizze

Die Behauptung folgt aus der Linearitédt von f sowie aus der Eigenschaft,
dass Terme mit zwei gleichen Argumenten gerade 0 ergeben.
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10.3.2 Definition

Sei m € S, eine Permutation von {1,..,n}.

a(m) ist gleich der Anzahl der Paare i,j € {1,..,n} fir die gilt:

i<j und (i) > m(j)

a(m) gibt die Anzahl der so genannten Fehlstellungen von 7 an.

10.3.3 Beispiel
Sei m € S5 mit
B 1 2345
"= \25314)
Es gilt a(m) = 5, da genau fiir
(1,5) € {(1,4), (2,3), (2,4), (2,5), (3,4)}
(i) > 7(j) gilt.
10.3.4 Definition
Sei m € S,, eine Permutation von {1,..,n}. Dann gilt
sgn(m) = (—1)*™.
10.3.5 Satz 2

Seien 7, m, Ty € S,. Dann gilt:
(1) sgn(id) =1
(2) sgn(m ome) = sgn(m) - sgn(ma)

(3) sgn(r) = sgn(r™})

10.3.6 Satz 3

75

Die Anzahl der Vertauschungen von Zahlen, um aus den Funktionswerten

einer Permutation 7 die Identitat

{1,2,...,n}

herzustellen, ist gerade, wenn sgn(m) = 1 gilt und ungerade, wenn sgn(w) =

—1 gilt.
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10.3.7 Satz 4

Sei V ein n dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K mit einer Basis

{e1,..,en}, sei
fVx...xV =K

n
eine alternierende Multilinearform und seien ay,..,a, € V mit a; = ) ajje;
Jj=1
firi=1,..,n.
Dann gilt

flay,...,an) = Z sgn(7) - Qir(1y - Q) - f(€15 -+ -5 €n).

WESTL

10.4 Determinanten von Endomorphismen

10.4.1 Satz 1

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K, sei ¢ : V. — V ein beliebiger
Endomorphismus und sei f: V x ... x V — K eine alternierende Multiline-
arform.

Dann ist die Abbildung

f:Vx..xV —- K
(alv"'?an) = f((p(al)v"wsp(an))
auch eine alternierende Multilinearform.

Das heiBt, f ist proportional zu f. Es gibt daher ein Element det(y) € K,
so dass gilt:

fo= det(y)-f

10.4.2 Definition

Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K, sei ¢ : V' — V ein beliebiger
Endomorphismus und sei f: V x ... x V — K eine alternierende Multiline-
arform.

Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Element det(y) aus K, so dass fiir
ai,..,an €V gilt:

f((P(al), s 790(an>) = det(gp) : f<a17 e 7an)

det(p) heiit die Determinante des Endomorphismus ¢.

Bemerkung

det(¢p) ist unabhéngig von der Wahl von f.
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10.4.3 Rechenregeln

Seien ¢, : V — V zwei Endomorphismen. Dann gilt:

(1) det(pov) = det(p) - det(¥).

(2) det(id) = 1.

(3) ¢:V — Vist genau dann ein Isomorphismus, wenn det(p) # 0 gilt.
(4) Existiert ¢!, dann gilt det(p=!) = det(p)~ 1.

Beweis

Siehe 23.3.1 auf Seite 210.

10.5 Determinanten von Matrizen

10.5.1 Definition und Satz

Sei V' = K" ein Vektorraum iiber einem Korper K, sei {ey,..,e,} die Stan-
dardbasis von V und sei f : V x ... x V — K eine alternierende Multiline-
arform.

Sei A = (aj)1<ij<n € M(n, K) eine Matrix. Dann wird durch A ein Endo-
morphismus ¢ von V beziiglich der Basis {e, .., e,} gegeben. Seien weiter
a; = (alj,...,anj) fur j=1,..,n.

Dann ergibt sich nach der Definition von Determinanten

Fr. ) = det(@) - flens. .. en) = det(p) = det(4),
da gerade f(eq,...,e,) =1 gilt.

Zusammenfassung
Es gilt also fiir A € M(n, K)
det(4) = f(ay,...,an),

dabei ist det(A) die Determinante des Endomorphismus ¢, der durch A
beziiglich der Standardbasis {e1, .., e, } gegeben wird, und a; sind die j-ten
Spalten von A.

10.5.2 Leibnitz-Formel

Sei A = (aj)1<i,j<n € M(n, K) eine n x n Matrix.

Dann gilt

det(A) = Z sgn(m) - Qyr(1) * - - Q)
7T€Sn
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10.5.3 Satz 1

Sei V' ein Vektorrraum iiber einem Korper K, sei ¢ : V' — V ein Endomor-
phismus und seien {e1, ..,e,} und {€}, .., e}, } zwei Basen von V.

Dann gilt fiir A = M(ep, {e1,..,en}) und A" = M(p, {e], .., €, })
det(4) = det(A).

Die Determinante ist also unabhingig von der Wahl der Basis von V.

Beweis

Nach der Transformationsformel 8.4.1 auf Seite 51 gilt
A =cCc-AcC!

mit C = M(idy, {e1, .., en}, {€], .., €, }). Somit folgt auch

det(A) = det(C-A-C™
= det(C) - det(A) - det(C™)
= det(A) -det(C™') - det(C) = det(A),

da det(C~1) - det(C) = 1 gilt (siche Folgerung 11.1.6 Teil (2) auf Seite 81).

10.6 Zusammenfassung

In der folgenden Ubersicht sind noch einmal die wichtigsten Punkte bei der
Definition der Determinante iiber Multilinearform zusammengetragen.

10.6.1 Definition der Determinante

(1) Definition einer Multilinearform mit festgelegter Basis {e1, .., e, }.

n
(2) Firay,..,ap € V mit a; = ajje; fir ¢ =1, .., n gilt dann
J=1

f(ala 0 an) = Z Ain(1) -+ " Cng(n) f(eﬂ'(l)? ) €Tr(n))

71'6571

= Z Sgn(ﬂ-)alﬂ'(l) tee Qnp(n) f(eh a3 en)
7T€Sn

= Z Sgn(ﬂ')alﬁ(l) et anw(n)'
7T€Sn

(3) Seinun ¢:V — V eine lineare Abbildung. Dann gilt
flp(ar), .. plan)) ~ f(a,..,an)

und der Proportionalitdtsfaktor ist gerade die Determinante von (.
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(4) Fir Matrizen A mit a; = (o1, .., o) fiir j =1,..,n gilt dann
det(A) = f(ai,..,an).

Die Determinante ist eindeutig bestimmt und unabhéngig von der Wahl der
Basis und der Multilinarform.



11 Determinanten von Matrizen

11.1 Rechenregeln und Satze
11.1.1 1x1 Matrizen
Sei A = (a11) € M(1, K). Dann gilt

det(A) = 011.

11.1.2 2x2 Matrizen

Sei
A= < a2 ) e M(2, K).

@21 (22

Dann gilt
det(A) = X112 — (120921 .

11.1.3 3x3 Matrizen (Sarrus Regel)

Sei
a1 (12 Q3
A= Q91 vy (23 EM(?),K).
Q31 Q32 (33
Dann gilt
det(A) = ariaasz + apozasr + aizasiass

—3022031 — 1221 (V33 — (N1 (23 (X32.

11.1.4 Rechenregeln
Seien A, B € M(n, K) und A € K. Dann gilt:

(1) det(A) = det(AY)
(2) det(A-B) = det(A) - det(B)
(3) det(AA) = N'det(A)

80
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Beweis

Siehe 23.3.2 auf Seite 211.

11.1.5 Satz 1
Sei A € M(n, K). Dann gilt:

(1) Die Zeilen von A sind genau dann linear abhéingig, wenn det(A) = 0
gilt.

(2) Vertauscht man zwei Zeilen von A, so &ndert sich det(A) um den Faktor

(=1).

(3) Multipliziert man eine Zeile von A mit dem Faktor A, so multiplizert
sich die Determinante mit .

(4) Addiert man das A-fache einer Zeile von A zu einer anderen Zeile von
A, so dndert sich det(A) nicht.

Alle Aussagen gelten auch entsprechend fiir Spalten.

Beweisskizze

Diese Behauptungen folgen aus der Definition der Determinante iiber alter-
nierende Multilinearformen sowie aus der Rechenregel det(A) = det(A?).

11.1.6 Folgerungen
Sei A € M(n, K) eine n x n Matrix. Dann gilt:

(1) A ist genau dann invertierbar, wenn
det(A) # 0
gilt.
(2) Ist A invertierbar, so gilt
det(A™1) = det(A)!.

(3) Seidet(A) =0 und sei ¢ die zu A gehorige lineare Abbildung.

Dann gilt
ker(p) # {0}.

Auch diese wichtigen Aussagen folgen aus der Definition von Determinanten
sowie aus den urspriinglichen Rechenregeln (siehe 10.4.3 auf Seite 77).
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11.1.7 Satz 2
Sei

X = (g‘ g) € M(n, K),

dabei A € M(r, K) und C € M(n — r, K). Dann gilt
det(X) = det(A) - det(C).

11.1.8 Bemerkung

Die Menge aller invertierbaren n x n Matrizen mit Eintrdgen aus einem
Koérper K bildet also auch die allgemeine linear Gruppe GL(n, K) (siehe
6.3.9 auf Seite 39).

Die Untergruppe
SL(n,K) = {A€ GL(n,K) | det(A) =1}

bildet die spezielle lineare Gruppe (und ist sogar ein Normalteiler von
GL(n, K)).

11.2 Weitere Satze
11.2.1 Definition

Sei A = (wij)i<ij<n € M(n, K) und seien i, j € {1,..,n}.

Dann ist A;; die zu o;; komplementdre Matriz die man aus A erhilt,
indem man die ¢ te Zeile und der jten Spalte streicht.

11.2.2 Laplacesche Entwicklungsformel

Sei A= (aij)lgi,jgn € M(n, K)

Entwicklung nach Zeilen

Es gilt fiir ein festes i € {1,..,n}

det(A) = Y (~1)"ay; - det(Ajj).

Entwicklung nach Spalten

Es gilt fiir ein festes j € {1,..,n}

n

det(A) = Z(—l)iJrjOéij-det(Aij).

i=1
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11.2.3 Beispiel

Berechne die Determinante von A € M(4,R) mit
1 0 2 1
4 2 1 3
A= 1 01 2
6 3 0 3
Losung
Es gilt
1 0 2 1 (—) 0 0 1 -1
4 2 1 3 4 21 3
det(A) = det 101 2 (1) = det 101 2 ,
6 3 0 3 6 3 0 3

da das Addieren des A-fachen einer Zeile zu einer anderen die Determinante
nich &ndert. Nach der Laplacesche Entwicklungsformel folgt nun

001 -1
4 2 1 3
detl 101 2
6 3 0 3
4 2 3 4 2 1
= (=)' .1.det | 1 0 2 | + (=D (=1)-det| 1 0 1
3 3 6 3 0
4 2 3 4 2 1
= det| 1 0 2 + det| 1 0 1
6 3 3 6 3 0
= (244+9-24—6)+ (12+3—12)
= 3+3
= 6
11.2.4 Satz 1
Sei A = A;j € M(n, K) eine invertierbare Matrix. Dann gilt
ATl = L'(ﬁi‘)lq i<n
det(A) IS

mit o

ﬁij == (—1)l+] . det(AjZ-).
Dabei ist Aj; eine (n — 1) x (n — 1) Matrix, die man durch Streichung der
j ten Zeile und i ten Spalte erhélt.



Kap.11  Determinanten von Matrizen 84

11.2.5 Beispiel

? ;l > Dann gilt det(A) = 2 und es ergibt sich

=g (0 n) - (e an )
(32) (e an)-(310)

11.2.6 Cramersche Regel
Sei

SeiAz(

Probe

Az = b

ein Gleichungssystem aus n linearen Gleichungen mit n Unbekannten, dabei
x = (x1,..,2y) und b = (by, .., by).

Ist A invertierbar, so gilt

1 _
T; = dct(4) - det(A;) fir +=1,..,n.

Dabei entsteht A; durch Ersetzen der iten Spalte von A durch die Spalte
b1

b = :
bn,
11.2.7 Beispiel

Sei das Gleichungssystem Az = b gegeben durch

2¢4+3y = 1
20 +4y = 1.

(31) moe(2)

Ist gilt det(A) = 2 # 0, also ist A auch invertierbar und es folgt:

1 3 1
'det<1 4> )

1
2
1 2 1
y = 2-det<2 1) =0

Es ist also
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11.3 Aufgaben

11.3.1 Aufgabe 1
Sei A € M(3, R) mit

A:

— =N
N O
N W

Berechne die Determinante von A.

Losung

Es gilt

det(A)

85

= 2:0-)+(4-2.D)4+0B-1-7)=(3-0-1)—(4-1-1)—(2-2-7)

= 04+8421-0-4-28 = 29-32 = —3.

11.3.2 Aufgabe 2

Berechne die Determinante der Matrix

7T -9 6 9
6 -8 3 13
4= 0 0 -4 -6
0 0 3 5

L6sung

Nach dem Satz zur Berechnung von Determinanten der Form <

det(é :2>-det< _34 _56>
= (=564 54) (—20+ 18)

= (-2)-(-2)

= 4

folgt

det(A)

A
0

B
C

)



12 Eigenwerte und Eigenvektoren

12.1 Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren

12.1.1 Definition

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Koérper K und sei
p: V-V

eine beliebige lineare Abbildung.
Alle Skalare \ € K, fiir die

p(z) = Az

gilt, heiflen Eigenwerte zu den Figenvektoren x € V mit x # 0.

FEigenvektoren sind also Vektoren, die bei linearen Abbildungen auf ein Viel-
faches von sich selber abgebildet werden — die Eigenwerte sind gerade dieses
Vielfache.

12.1.2 Finden von Eigenwerten und Eigenvektoren

Sei weiterhin ¢ : V' — V eine lineare Abbildung.
Gesucht sind nun alle A € K mit

pla) = Az
& o(r) = Nid(z)
& p(r) — Nid(x) = 0
& (p—Aid)(z) = 0

Die weiterhin lineare Abbildung (¢ — Aid) ist nicht injektiv, da auch jeder
Vektor x € V mit & # 0 auf 0 abgebildet wird.

86
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Es folgt also als Bedingung an einen Eigenwert A
det(p — Xid) = 0.
Andersherum: Sei A € K und es gelte det(¢ — Aid) = 0.
Das heifit, die lineare Abbildung (¢ — Aid) ist nicht injektiv, also gilt
ker(¢p — \id) # 0.
Demnach gibt es Vektoren x € V mit x # 0, fiir die
(¢ — Aid) (&) = 0

gilt. Da (¢ — Aid)(z) = 0 dqivalent zu p(z) = Az ist, muss z ein Eigenvektor
zum Eigenwert A sein.

Die Bedingung det(¢ — Aid) = 0 ist demnach nicht nur notwendig, sondern

auch hinreichend.

12.1.3 Berechnen von Eigenwerten und Eigenvektoren

Sei ¢ : V. — V eine lineare Abbildung, {ej,..,e,} eine Basis von V und sei
A = M(p,{er,..en}) = (aij)icij<n

die zu ¢ gehoérige n x n Matrix.

Dann gilt
det(p — Aid) = det(A — A\E),

dabei ist E die n x n Einheitsmatrix.

Nach der Entwicklungsformel fiir Determinanten ergibt sich
det(A — \E) = (=1)"\" 4 (—1)"1 (Z a> AL 4 det(A),
i=1

also ein Polynom vom Grad < n, das so genannte charakteristische Po-
lynom.
12.1.4 Zusammenfassender Satz
Sei ¢ : V' — V eine lineare Abbildung.
Die Nullstellen A des charakteristischen Polynoms
det(p — \id)
sind die Eigenwerte von ¢.

Zu jedem Eigenwert gibt es mindestens einen Eigenvektor z € V.
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12.1.5 Bemerkung 1

Betrachtet man direkt eine n x n Matrix A, so ergibt sich fiir
A-x = Az = AE -z

ebenfalls det(A — AE) = 0 als Bedingung fiir einen Eigenwert .

12.1.6 Bemerkung 2

Sei A eine n x n Matrix und A ein Eigenwert von A.
Dann ergibt sich
Ar =Xz & Az—-Xdzx=0 < (A—-AE)(z)=0

als Bedingung fiir einen Eigenvektor x.

12.1.7 Beispiel 1
Sei

(1)

Finde alle Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

Losung

det(A-)\E) = det<<(1] _02>—(g g)) = det(lg)\ _20_A>

Es ergibt sich also das charakteristische Polynom
(I=X)-(-2—-X) = 0.
Demnach sind A\; = 1 und Ay = —2 alle Eigenwerte von A.

Fir die Eigenvektoren zu z), folgt

(A= ME)(zy,) = <<(1, _02>_<(1) ?))(5)
= (0 %) () =o
also gilt x,\l—<(1))

Und fiir die Eigenvektoren zu x, folgt

o = ((o %) (3 %)) ()
IO
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somit gilt xy, = ( (1) >

12.1.8 Beispiel 2
Nicht alle linearen Abbildungen haben Eigenwerte:

Sei 0 < a < 7. Finde alle Eigenwerte von

4 - ( cos(a) sin(a) >

—sin(a) cos(«)

Losung

det(A — \E) = det<005(a)—A sin(a )

—sin(a)  cos(a) — A
= (cos(a) — \)? + sin(a)?
= cos(a)? — 2\ cos(a) + A2 + sin(a)?
= A —2\cos(a) +1

Da das charakteristische Polynom

M —2)\cos(a) + 1

fiir 0 < a < 7 keine Nullstelle hat, gibt es keinen reellen Eigenwert fiir A.

12.1.9 Beispiel 3

Zu einem Eigenwert kann es auch mehrere Eigenvektoren geben:
Sei ¢ € R. Finde alle Eigenwerte und Eigenvektoren von der reellen Matrix

0 0
A = 0
c

S O 0

c

0

Losung

Es ergibt sich sofort das charakteristische Polynom
(c—=A)3 = 0.

Demnach ist ¢ auch der einzige Eigenwert von A.

Gesucht sind nun noch alle Eigenvektoren zum Eigenwert ¢, also alle z € R3
fiir die gilt:
A-x = c-x

Diese Gleichung gilt fiir alle z € R3, also sind alle Vektoren aus R Eigen-
vektoren zum Eigenwert c.
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12.2 Weitere Satze
12.2.1 Satz 1

Bei einer n x n Matrix der Form

aill 0 0
A=1 0 - o0
0 0 apn

sind aq1, .., an, alle Eigenwerte von A.

12.2.2 Satz 2

Sei V' ein 3 dimensionaler Vektorraum und sei ¢ : V. — V eine lineare
Abbildung.

Dann hat ¢ mindestens einen Eigenwert, da das charakteristische Polynom
vom Grad 3 ist.

12.2.3 Satz 3

Zwei Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind stets linear un-
abhingig.

12.2.4 Satz 4

Sei V' ein n dimensionaler Vektorraum und sei ¢ : V. — V eine lineare
Abbildung mit n verschiedenen Eigenwerten Ay, .., A,.

Dann gibt es eine Basis von V, die nur aus den Eigenvektoren zu A1, .., A\,
besteht, so dass gerade

A0 0
M((pv{)‘lv"v)‘n}) = 0o . 0
0 0 M\,

gilt.
Die Abbildung ¢ bzw. die zugehorige Matrix heifit somit diagonalisierbar.

Beweis

Siehe 23.4.1 auf Seite 212.
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12.3 Eigenrdume

12.3.1 Definition

Sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung und sei A ein Eigenwert von ¢.
Ve, A) = {z eV | p(x) = Az}

heiflt der Figenraum zum Eigenwert A.

12.3.2 Satz 1

Jeder Eigenraum V(p, \) ist ein Untervektorraum von V.

12.3.3 Hauptsatz iiber Diagonalisierbarkeit

Sei ¢ : V. — V eine lineare Abbildung und seien Aq,.., A\, alle paarweise
verschiedene Eigenwerte von ¢.

Dann sind folgende Aussagen &quivalent:
(1) ¢ ist diagonalisierbar.
(2) Esist

s T

i=1 i=1
eine direkte Zerlegung von V.
Beweisskizze

Der Beweis zu diesem Satz ist sehr dhnlich zum Beweis aus Satz 12.2.4.

12.3.4 Beispiel
Priife, ob die Abbildung

¢:R* =R mit f(a,b,c) = (=ba+ Tc, 6a + 2b — 6¢, —4a + 6¢)
diagonalisierbar ist und gib gegebenenfalls eine Basis von R? an, so dass die
Matrix von ¢ beziiglich dieser Basis eine Diagonalmatrix ist.
Losung

Die Abbildung ¢ ist offenbar linear, also wird zunéchst die Matrix beziiglich
der Standardbasis bestimmt. Es ergibt sich

-5 0 7
M = 6 2 —6
-4 0 6
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Nun werden die Eigenwerte bestimmt:
—-5—-X 0 7
det(M — \E) = 6 2—-X -6
—4 0 6-—AX
= (=5=X)2=X)(6-X)+28(2—-2])
= 2=\ -)1x-2)
= 2-N*(-1-X) =0
Somit ist —1 ein einfacher und 2 ein zweifacher Eigenwert von .

Es miissen nun die Eigenrdume ermittelt werden:

-4 0 7 a —4a + Tc 0
R?(p, —1) : 6 3 —6 b | = | 6a+3b—-6c | = [ 0
-4 0 7 c —4a + Tc 0

Aus —4a+7c = 0 und 6a+3b—6¢ = 0 ergibt sich durch einfaches ausrechnen

gerade
R3(p,—1) = R-(7,-6,4).

Zum zweiten Eigenraum:

-7 0 7 a ~Ta+Te 0
R3(y,2) : 6 0 —6 b | = 6a — 6c = |0
—4 0 4 c —4a + 4c 0

Es gilt nun a = ¢ sowie b beliebig. Somit folgt
R*(¢,2) = R-(1,0,1) + R (0,1,0).

Da diese beiden Eigenriume Untervektorriume von R? sind und gegenseitig
orthogonal zueinander stehen, folgt

R3 = RB(QO,—l) @ RS(@» 2)a
da dim(R3(p, —1)) = 1 und dim(R3(yp, 2)) = 2 gilt.
Somit ist ¢ auch diagonalisierbar und fiir die Basis

{61 = (7,*6,4), €9 = (1,0, 1), €3 = (O, 1,0)}

gilt
90(61> = <_7767 _4> = — €1,
90(62> = (27072) = 2627
ples) = (0,2,0) = 2es.

Es ergibt sich also gerade
-1
M(¢p, {e1,€2,e3}) =

O N O
N OO

0
0
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12.4 Jordansche Normalform

12.4.1 Definition

Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom aus
K vom Grad n auch genau n Nullstellen in K besitzt.

Beispiel

Der Korper R der reellen Zahlen ist nicht algebraisch abgeschlossen, der
Korper C der komplexen Zahlen hingegen schon.

12.4.2 Satz 1

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei V' ein Vektorraum
iiber K.

Sei weiter ¢ : V' — V eine lineare Abbildung und seien Ay, .., A, alle Eigen-
werte von .

Dann gibt es eine Basis {b1,..,b,} von V| so dass gilt:

J 0 0 N 10
0 0 Ji 0 0 N

Die Matrix M(¢, {b1,..,b,}) heifit dann Jordansche Normalform von ¢
und die J; heiflen Jordankdstchen.
Bemerkungen

Die Darstellung der Jordanschen Normalform ist bis auf Permutationen der
Jordankéstchen eindeutig bestimmt.

Die Anzahl der Jordankéstchen zu einem Eigenwert A ist gleich der Dimen-
sion des Eigenraums V (¢, A).

Um nicht einen algebraisch abgeschlossenen Korper als Bedingung voraus-
zusetzen, reicht es auch zu fordern, dass das charakteristische Polynom von
© vollsténdig in Linearfaktoren zerfallt.

12.4.3 Beispiele

Folgende Matrizen liegen in der Jordanschen Normalform vor:

(55):

0 010

710 0
, 0(5 1 |,
010 5

1
3
0
0

OO Ol
[en) Ran il \V)
N =

0
0
4
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12.5 Aufgaben
12.5.1 Aufgabe 1

. (21
SelA—(1 3>.

Bestimme die Eigenwerte von A.

Losung

Um die Eigenwerte A von A zu berechnen, muss die Gleichung
det(A—AE3) = 0

gelost werden:

2-X 1
det( . 3_A> = 2-2)-B3-)N—-1-1
= 6-5A+ A1
= M -5A+5 =0

Es ergeben sich also die Eigenwerte A\; = 5‘*'2—\/5 und Mg = 5_2

1S

12.5.2 Aufgabe 2

SeiA:<? ;)

Bestimme die Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

L6sung

Um die Eigenwerte A von A zu berechnen, muss die Gleichung
det(A—AE3) = 0

gelost werden:

det<21)\ 2iA> = 2-N-(2-A-1-1

4—AN+ X -1
= N —4\+3 = 0

Es ergeben sich also die Eigenwerte Ay = 1 und Ay = 3.
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Fiir die Eigenvektoren gilt:
(A= XEy)(zy) = (

md (A= AoBy)(y,) = <

Somit folgt zy, = < —11 ) und z), = <
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13 Euklidische Geometrie

13.1 Skalarprodukt

13.1.1 Definition
Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung

(,):VxV = R
(z,y) — (z,9)

heifit Skalarprodukt, wenn gilt:

(1) (,)ist bilinear in x und y, das heifit es gilt fiir alle z, z1, z2, y,y1,y2 € V
und alle a1, a9, 01,02 € R

(a1w1 + agwe,y) = ai(zx1,y) + az(ze,y)  und
(@, Bry1 + Pay2) = Pilx,y1) + Bo(x, y2).

(2) (, ) ist symmetrisch, das heifit es gilt fiir alle z,y € V
(z,y) = (y,2).
(3) (, ) ist positive definit, das heifit es gilt fiir alle z € V
(x,z) > 0

mit Gleichheit, wenn z = 0.

13.1.2 Beispiel 1
Sei V=R" und = = (z1,..,x,) € R", y = (y1,..,yn) € R™. Die Abbildung

n
=1

wird als Standardskalarprodukt bezeichnet.

96



Kap.13  FEuklidische Geometrie 97

Bemerkung

Das Standardskalarprodukt von zwei Vektoren ist anschaulich genau die
Lénge der Projekt von einem Vektor auf den anderen.

13.1.3 Beispiel 2

Sei I = [a,b] C R ein Intervall und sei V' = C(I) der Vektorraum aller
stetigen reellen Funktionen auf I.

Dann wird durch
b
(f9) = [ f@g(o)dz

ein Skalarprodukt auf V' definiert.

13.1.4 Definition

Ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum V versehen mit einem Skalar-
produkt ( , ) ist ein euklidischer Vektorraum.

Schreibweise: (V, ( , )).

13.2 Definitionen und Satze
13.2.1 Definition

Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum. Die Lédnge von x € V wird
gegeben durch
[zl = v/ x).
13.2.2 Cauchy-Schwarz Ungleichung
Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum und seien z,y € V beliebig.

Dann gilt
[, 9)l < =l - [yl

mit Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhéngig sind.

13.2.3 Definition

Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum und seien z,y € V.

Der Abstand von x und y wird gegeben durch

dz,y) = [lz—yl| = V@-—y,2—vy)
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13.2.4 Satz 1

Sei (V,(, )) ein euklidischer Vektorraum und sei {eq, .., e, } eine festgelegte
Basis von V.

Dann ist das Skalarprodukte ( , ) eindeutig festgelegt durch die Matrix
G = (gijh<ij<n  mit  gij = (e, €5).

Beweis

n

n
Seien x = ) w;e; und y = > y;e; zwei Vektoren aus V. Dann folgt

i=1 7j=1
n n n n
@y) = (D wmien Y yies | = D wiyileney) = > gijivi.
i=1 =1 ij=1 ig=1
O
13.2.5 Satz 2

Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum. Dann ist die Abbildung
p: V. - VvV

T = g

— R
= (2,y)

e <

ein Isomorphismus von V auf V*.

Beweisskizze
Die Abbildung ¢ ist injektiv und es gilt dim(V) = dim(V*). Daher ist ¢
auch surjektiv und es folgt die Behauptung.

13.2.6 Definition

Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum und seien z,y € V.

x und y stehen genau dann orthogonal zueinander oder senkrecht aufein-
ander, wenn gilt

(x,y) = 0.

13.2.7 Definition

Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum und sei {ey, .., e,} eine Basis von
V.

{e1,..,en} heifit Orthogonalbasis von V, wenn (e;,e;) = 0 fiir alle i # j
gilt.
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{e1,..,en} heit Orthonormalbasis von V, wenn die Matrix (gij)1<i j<n
mit g;; = (e;, ;) die Enheitsmatrix ist.

13.2.8 Satz 3

Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum mit Orthogonalbasis {ei, .., e, }.
Dann gilt fiir alle x € V

n
r = Z(az, €i)e;.
i=1

13.2.9 Definition

Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum und seien z,y € V mit z,y # 0.
Der Winkel ¢ zwischen x und y wird gegeben durch

cos(yp) (@,y) = (z,9) mit 0< e <.

"zl T V@) y)

Schreibweise: <(z,y).

Bemerkung
Nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung gilt
< @y
]| - [ly

Da cos auf [0, 7] streng monoton ist, wird also jeder Wert aus [—1, 1] genau
einmal angenommen. Somit ist der Winkel eindeutig bestimmt.

13.2.10 Satz 4

Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum, seien z,y € V mit z,y # 0 und
sei <(z,y) der Winkel zwischen x und y.

x und y stehen genau dann orthogonal zueinander, wenn <(z,y) = § gilt.

13.2.11 Definition und Satz

Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum und sei W C V' ein Untervektor-
raum.

Wt = {zeV | (z,y) =0 fir alley € W}
heifit das orthogonale Komplement von W.

W+ ist ein Untervektorraum von V und es gilt die Dimensionsformel
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dim(V) = dim(W) + dim(W)

Weiter gilt:
(1) WHt =w
(2) V=WwWaowt

Beweisskizze

Dass auch W+ ein Untervektorraum von V ist, kann leicht durch priifen der
Axiome gezeigt werden.

Nun zur Dimensionsformel: Wihlte man eine Basis {eq,..,e,} von W und
erginzt diese zu einer Basis {ej,..,e,} von V, so kann man durch das
folgende Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren eine Orthonormalba-
sis {€1,..,€,} von V finden. Dann wird W von {éy, .., €,} erzeugt und man
erhélt gerade wegen der Orthonormalitit die Behauptung.

13.3 Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

Sei V ein K-Vektorraum, seien aq, ..,a, € V und sei
W =K-aq+...+ K- -an

ein Untervektorraum von V.

Durch das Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren ldsst sich eine Basis
{b1,..,bpm} von W findet, bei dem alle Basisvektoren senkrecht zueinander
stehen und die Lénge 1 haben.

Dabei geht man wie folgt vor:

by = ay,
) a9 ‘bl
ist ag & {K - b1} (sonst as usw.), dann by = az — —5—"01,
by
-b -b
ist az & {K - by + K - bp}, dann bs = a3z — a3b2 “by — a3b2 “by
1 2

Dabei geht man so lange vor, bis {by, .., b, } eine Basis von W ist.

Aus dieser Orthogonalbasis erhélt man durch Normieren eine Orthonormal-

{ " }
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13.3.1 Beispiel

Bestimme eine Orthonormalbasis von W =R -a1 + ...+ R - a5 mit
a; = (1,-2,0,—1,0) ay = (—1,7,1,3,2)
a3 =(1,3,1,1,2) as = (3,0,2,-3,1)
a5 = (47 _47 Oa 07 3)

LGsung

Es sei nun
b1 = a1 = (1,—2,0,—1,0).

Da ay & {R - b1} ist, folgt

ay - bl
bt

by = (-1,7,1,3,2) — by

18
= (-L7.1,3,2)+ £(1,-2,0,-1,0) = (2,1,1,0,2).

Da ag € {R'bl +R- bg} (denn ag = —by —i—bz), aber a4 & {]R b +R- bg} ist,
folgt

6 10
by = (3,0,2,-3,1) = cbi — b2 = (0,1,1,-2,-1).

Daas € {R-by +R-by+R-b3} (denn a5 = 2by + by — bs) ist {b1, bo, b3} eine
Orthogonalbasis von W.

Es folgt die Orthonormalbasis

1 1 1
by, by, ——b3 b .
{\/6 1 \/ﬁ 25 ﬁ 3}
13.4 Normierte Vektorraume
13.4.1 Satz 1

Sei (V,(, )) ein euklidischer Vektorraum.
Dann erfiillt die Lange folgende Eigenschaften:

(1) ||z|| > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn = = 0.
(2) [zl = AL ]l

(3) llz+yl| < ||z|| + |ly]| mit Gleichheit bei linearer Abhiéingigkeit von x
und y.

Die Lénge wird dann auch Norm genannt.
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Beweis

(1) Esgilt (x,2) > 0, somit auch \/(x,z) > 0 und es folgt ||z|| > 0.

(2) Esgilt
Az| = V(Az, Ax) = VA (z,2) = [A]-[|z].
(3) Esgilt
(lzll +lylh?* = (z,2) +2v/(z,2)(y,9) + (. 9)

v

(z+y,z+y) = (v,2)+ (y,9) +2(x,y)
(Il + yl)>.

13.4.2 Definition

Ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum V versehen mit einer Norm
ist ein normaierter Vektorraum.

Schreibweise: (V, ( , )).

13.5 Hessesche Normalform

Sei (V, (, )) ein euklidischer Vektorraum, sei a € V mit a # 0 und sei d € R.

Die beiden Gleichungen

(a,z) = d und <a,93) -4
el lal]

beschreiben dieselben Hyperebene in V.

Gilt nun ||a|| = 1, so liegt die Hyperebene in der Hessischen Normalform
H:(a,x) = d

vor.

13.5.1 Satz 1

Sei (V,(, )) ein euklidischer Vektorraum, sei z € V beliebig und sei
H:(a,x) = d

eine Hyperebene in Hessischer Normalform (also ||a|| = 1).

Dann gibt |(a,x) — d| genau den Abstand von x zur Hyperebene H an.
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13.5.2 Satz 2

Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum, sei = € V beliebig und sei
H:(a,z) = d

eine Hyperebene in Hessischer Normalform (also ||a|| = 1).

Dann gibt das Vorzeichen von (a,x) — d an, ob der Nullpunkt und z auf der
selben Seite oder auf unterschiedlichen Seiten der Hyperebene H liegen.

13.6 Vektorprodukt

Sei (R3,( , )) ein 3 dimensionaler euklidischer Vektorraum mit einer Ortho-
normalbasis {e1, ea, e3}.

Seien a = (a1,az,a3) € R3 und b = (b1, bo, b3) € R3.
Das Vektorprodukt
R¥*xR® — RS
(a,b) — axb
wird dann definiert durch

axb = ((agbg — agbg)e1, — (a1b3 — agbl)ez, (a162 — a2b1)63> S R3.

Merkregel

Das Vektorprodukt liasst sich leicht merken, indem man die Determinante

1 1 1
det | a1 a9 as
by ba b3

nach der 1. Zeile entwickelt:

. . as as _ . a1 as ) ayp a
axb = e det(b2 b3> €9 det(b1 b3>+63 det(b1 b2>

13.6.1 Satz1
Seien a,b € R3.

Dann steht das Vektorprodukt a x b senkrecht auf a und b.

Beweisskizze
Man erhélt dann durch einfaches Ausrechnen gerade
(axb,a) = (axb,b) =0,

was die Behauptung zeigt.
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13.6.2 Satz 2
Die Abbildung

R3x R} — R?

(a,b) — axb

ist bilinear.

13.6.3 Satz 3
Seien a, b € R3.

Dann ist ||a x b|| der Flicheninhalt von dem durch a und b gegebenen Par-
allelogramm.

13.7 Aufgaben
13.7.1 Aufgabe 1
Sei
H = {(&,60,6,81,6) €R® |G+ &+ & -6~ & =0} C R

eine Hypebene im R?.
(1) Bestimme die Hessesche Normalform der Hyperebende H.

(2) Bestimme den Abstand von p = (1,2,3,4,5) zu H.

Losung Teil 1
1
1
Die Gleichung 1 -x = 0 beschreibt genau die Hyperebene H. Man
-1
-1
1
1
erhilt in der Hesseschen Normalform: H : V5 1 cx = 0
-1
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Losung Teil 2
Fiir den Abstand d des Punktes p von H gilt:

1 1
1 2

V| o1 3 = |V5-(=3)] = 3V5
-1 4
~1 5

13.7.2 Aufgabe 2

Sei
W = {(&,6,8,8) R | &+ &+ &+ & =0} C R

Bestimme das orthogonale Komplement W+ von W.

L6sung

Es gilt dim(W) = 3 und somit folgt aus der Dimensionsformel
dim(W) + dim(W+) = dim(R?*)

dim(W+) = 1.

Der Vektor x = (1,1,1,1) € R* ist offenbar orthogonal zu allen Vektoren
w € W. Somit gilt fiir das orthogonale Komplement

WL = {00 | A e R}

13.7.3 Aufgabe 3
Beweise den Satz des Thales mit Hilfe des Standardskalarproduktes:

Konstruiert man ein Dreieck aus den zwei Endpunkten des Durchmessers
eines Halbkreises und einem weiteren Punkt auf dem Halbkreis, so erhélt
man immer ein rechtwinkliges Dreieck.

Losung

Zunichst soll die folgende Skizze das Problem verdeutlichen:

C=(a,b)

A=(-1,0) (0,0) B=(0)

Abbildung 2
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Der Ursprung ist dabei der Mittelpunkt des Kreises, A, B und C' haben
somit den gleichen Abstand zu (0,0) und es gilt daher

a’2+b2 = (a7b)'(a7b) = (7’,0)‘(7’,0) - (_T;O)‘(—T,O) = 7“2.

Nach dem Standardskalarprodukt muss nun das Produkt der beiden Vekto-
ren AC' und BC' gerade 0 ergeben:

AC-BC = [(r,0)+ (a,b)] - [(—7,0) + (a,b)]
= (r+a,b)-(a—rb)
= (r+a)(a—r)+b?
— 24242

Nach der urspriinglichen Erkenntnis a? 4+ b> = 72 folgt nun wie behauptet

—

AC-BC = —a®> -t +a>+b = 0.



14 Orthogonale Abbildungen

In diesem Kaptitel seien V = (V,( , )) und W = (W, ( , )) stets euklidische
Vektorrdume.

14.1 Definitionen und Satze
14.1.1 Definition

Eine lineare Abbildung ¢ : V' — W heif}t eine Isometrie oder orthogonale
Abbildung, wenn fiir alle x,y € V

gilt.

14.1.2 Satz 1

Sei p : V — W eine Isometrie.

Dann gilt:

(1) ¢ ist injektiv.

(2) Fiir alle z € V gilt ||z|| = [|¢(z)]].

(3) Firalle z,y € V gilt <(z,y) = <(¢(x), p(y)).

Die Léangen und Winkel zwischen zwei Vektoren dndern sich also nicht, wenn
man auf beide Vektoren eine Isometrie ¢ anwendet.

Beweis Teil 2
Es gilt gerade [|z]| = /(x,2) = /(¢ = ||lp(z O
14.1.3 Satz 2

Eine Verkniipfung von zwei Isometrien ist wiederum eine Isometrie.

107
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14.1.4 Satz 3

Sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung und sei {e, .., e, } eine Basis von V.

 ist genau dann eine Isometrie, wenn
(wlei),ples)) = (eire))
fiir alle 1 < 4,5 < n gilt.

14.1.5 Satz 4

Seien V, W euklidische Vektorrdume, sei {eq,..,e,} eine Orthonormalbasis
von V und sei {f1,.., fn} eine Orthonormalbasis von W.

Dann gibt es genau eine Isometrie ¢ : V- — W mit p(e;) = f; fiir 1 <i < n.

14.2 Orthogonale Gruppen
14.2.1 Satz 1
Eine Isometrie ¢ : V. — V ist stets bijektiv.
14.2.2 Definition
Sei V.= (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum.
O(V) = {p:V =V | ¢ ist Isometrie}
bildet die allgemeine orthogonale Gruppe von (V,( , )).
14.2.3 Drehungen

Sei V =R? und ( , ) das Standardskalarprodukt.
Die Menge aller Drehungen ist

cosa —sino
{( . > ‘0§a<27r}
sinae  cosa

und bildet eine Untergruppe von O(V). Es handelt sich sogar um die spezielle
orthogonale Gruppe SO(R) beziiglich (R2,( , )).

14.2.4 Spiegelungen

Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum und sei a € V' mit a # 0.



Kap.14  Orthogonale Abbildungen 109

Dann ist die Isometrie

eine Spiegelung an der zu a orthogonalen Hyperebene

H, = {z eV | (a,z) =0}.

14.2.5 Definition
Sei V.= (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum.
SO(V) = {e: V-V |peO(V)und det(p) =1}

bildet die spezielle orthogonale Gruppe.

14.2.6 Satz 2
Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum mit dim(V') = n.

Dann ist jede orthogonale Abbildung ¢ : V' — V Produkt von hochstens n
Spiegelungen.

14.3 Isometrien und Matrizen

14.3.1 Definition

Sei ¢ : V. — W eine Isometrie, sei {ej,..,e,} eine Basis von V und sei
{f1, .., fn} eine Basis von W.

Die Matrix
M(p, {e1, - ents {f15 -5 ful)

heiflit dann orthogonale Matrix beziiglich .

14.3.2 Satz 1

Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum, sei {ei,..,e,} eine Basis von V
und sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung. Seien weiter

G = (9ij)1<ij<n mit  g;; = (ei,ej)

und
A = M(p,{e1,..,en})

zwei n X n Matrizen.
Dann ist ¢ genau dann eine Isometrie, wenn A'‘GA = G gilt.

A nennt man dann orthogonal beziiglich G.
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14.3.3 Satz 2

Sei A eine n x n Matrix.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) A ist eine orthogonale Matrix.

(2) Esgilt A'A = E.

(3) Esgilt A = A7L,

14.3.4 Satz 3

Die Determinante einer orthogonalen n x n Matrix ist £1.

Es gilt also

det(p) = =£1 fiir alle o € O(V) und
det(p) = +1 fiir alle ¢ € SO(V).

Beweis

Siehe in der Aufgabe 14.5.1.

14.3.5 Satz 4

Alle Eigenwerte einer orthogonalen n x n Matrix sind +1.

Beweis

Sei @ eine Isometrie, sei x € V mit x # 0 und sei A € R.

Dann gilt
(z,2) = (p(2),p(x) = (Ar, x) = N(z,2).
Da (z,x) # 0 folgt gerade die Behauptung. O
Bemerkung
Wie die Drehmatrizen ( cosa — sina ) zeigen, gibt es orthogonale Ma-
sina  cosa

trizen ohne reelle Eigenwerte.
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14.4 Anwendung und Beispiele

Sei ¢ : R™ — R"™ eine Isometrie und M die orthogonale Matrix beziiglich ¢
sowie der Standardbasis des R™.

Soll nun ein Vektor a € R™ auf die Isometrie ¢ angewendet werden, so
berechnet sich ¢(a) iiber die orthogonale Matrix M:

@11 ... O1p ay
pla) = M-a =
Qnpl ... QOpp A,
14.4.1 Spiegelungen in der Ebene

Folgende orthogonale Matrizen sind Beispiele fiir Spiegelungen im R?:

< (1) _01 > Spiegelung an der z Achse

( _01 (1) ) Spiegelung an der y Achse

1 1-m? 2m .
e < om  m?—1 > Spiegelung an der Geraden y = max

Alle orthogonale Matrizen zu Spiegelungen haben die Determinante —1.

Beispiel

Soll der Punkt (3,4) an der = Achse gespiegelt werden, so gilt

(o 2) () = (5)

14.4.2 Drehungen in der Ebene

Folgende orthogonale Matrizen sind Beispiele fiir Drehungen im R?:
0 —1
< 1 0 ) Drehung um 7/2
V2 (1 -1
2 1 1

< Z?j((((j)) —C (S)isl(lg) ) Drehung um «

) Drehung um /4

Alle orthogonale Matrizen zu Drehungen haben die Determinante +1.
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Beispiel
Soll der Punkt (3,4) um 90° gedreht werden, so gilt
(v)(3) - (3)
1 0 4 3 )
14.4.3 Projektionen in der Ebene
Folgende orthogonale Matrizen sind Beispiele fiir Projektionen im R?:

< (1) 8 > Projektion auf die x Achse

< 8 (1) ) Projektion auf die y Achse

1 1 m o ‘
1+ m? < m m2 > Projektion auf die Gerade y = mx

Alle Matrizen zu Projektionen haben die Determinante 0. Es handelt sich
dabei also nicht um orthogonale Matrizen.
Beispiel

Soll der Punkt (3,4) auf die  Achse projiziert werden, so gilt
10Y) (3) _ (3
0 0 4 - 0/

14.5 Aufgaben

14.5.1 Aufgabe 1

Zeige, dass die Determinante einer orthogonalen Matrix +1 ist.

Losung
Fiir orthogonale Matrizen A gilt
A'GA = @G,
dabei ist G die durch das Skalarprodukt festgelegte Matrix.
Es gilt det(G) # 0 und det(A?) = det(A).
Demnach folgt
det(A'GA) = det(Q)
det(A") det(G) det(A)
det(A)? = 1.
Es gilt also det(A4)? = 1 und damit folgt det(A) = £1.

I
[}
[}
[

—~
Q
~



15 Hauptachsentransformation

15.1 Selbstadjungte Abbildungen

15.1.1 Definition
Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum.

Eine lineare Abbildung ¢ : V. — W heifit eine selbstadjungierte Abbil-
dung, wenn fiir alle z,y € V

(p(x),y) = (z,0(y))
gilt.

15.1.2 Satz 1

Die Matrix jeder selbstadjungierten Abbildung hat mindestens einen reellen
Eigenwert.

15.1.3 Satz 2

Die lineare Abbildung einer symmetrischen Matrix ist eine selbstadjungierte
Abbildung.

15.1.4 Spektralsatz

Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum und sei ¢ : V' — V eine selbstad-
jungierte Abbildung.

Dann gibt es eine Orthonormalbasis {ey,..,e,} von V aus lauter Eigenvek-
toren von .

Die Matrix M(g, {e1, .., e, }) hat dann die Gestalt
A1 0
0 An

mit den reellen Eigenwerten Ai, .., A,.

113
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Bemerkungen

Dieser Satz wird auch Hauptachsentransformationssatz oder Hauptsatz iiber
selbstadjungierte Abbildungen genannt.

Zusammengefasst ergeben die letzten beiden Sitze gerade, dass jede sym-
metrische Matrix auch diagonalisierbar ist.
15.2 Hauptachsentransformation

Eine Hauptachsentransformation einer symmetrischen Matrix M ist eine
Koordinatentransformation durch eine geeignete orthogonale Matrix A.

1P -

Abbildung 3

Durch den Spektralsatz folgt zunéchst ein dafiir notwendiger Satz:

15.2.1 Satz 1
Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum und sei
(,):VxV -V

ein weiteres Skalarprodukt auf V.

Dann gibt es eine Orthonormalbasis von V', die auch fiir ( , )’ noch eine
Orthogonalbasis ist.

15.2.2 Das Verfahren der Hauptachsentransformation

Sei {e1, .., e, } die Standardbasis des R™ und sei
M = M(p,{e1,..,en},{€1,.,en})
eine symmetrische Matrix mit zugehoriger Abbildung

p:R* — R"
x — Mz
Um eine Hauptachsentransformation von M durchzufiithren berechnet man

zunéchst die Eigenwerte A1, .., A, von M und konstruiert eine Orthonormal-
basis aus den Eigenvektoren.
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Sei
A = (i‘l, ,jn)

die Matrix aus den normierten Eigenvektoren 1, .., %, von M.

Dann erhilt man durch
C = A" M- A.

die entsprechende Hauptachsentransformation von M.

)

Q:R? - R

15.2.3 Beispiel

[esR NI

SeiM:(

o= O

Dann ist

@ - ()

2

)-(7) =

Y
die zugehohrige quadratische Form, also eine Kurve im R? (siche qua-
dratische Form auf Seite 156).

O NI

Um die Hauptachsentransformation durchzufithren, miissen nun die Eigen-
werte bestimmt werden:

B N §
det(M — )\E) = ‘ 1 2A ‘
T
1
= N_Z = 0
4
Somit sind A\ = % und A\ = —% die Eigenwerte von M. Die zugehdrigen

Eigenrdume sind

R.G) und R.<—11),

als normierte Eigenvektoren erhéilt man somit

() e b))

Man erhélt nun die Matrix A aus den normierten Eigenvektoren:

1w =507
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Es ergibt sich nun die transformierte Matrix

- (0 )]
- ()l
_ (1(/)2 _;)/2).

Die nun zur Matrix A gehorige quadratische Form ist

—_ = O
N——
Sl
[N}
7N
— =
—_ |

—_
N—

Q:R? - R
wo = @ (7 0y )(0) = g

Der Graph dieser Kurve im R? entspricht dem Graph der urspriinglichen
Kurve, nur wurde er nun so um den Ursprung gedreht, dass er in Normalform
vorliegt.

Es handelt sich hierbei um eine Hyperbel.

Weitere Beispiele

Siehe dazu in den Beispielaufgaben zum Kapitel Quadriken ab Seite 175.



16 Teilweise geordnete Mengen

16.1 Definitionen und Satze

16.1.1 Definition
Sei M eine beliebige Menge.

Die Menge M zusammen mit einer Relation < auf M heifit eine teilweise
geordnete Menge oder auch eine partiell geordnete Menge auf M,
wenn fiir alle x,y,z € M gilt:

(TGM1) z <=z
(TGM2) ausz <yund y < zx folgt x =y
(TGM3) ausz <yund y < z folgt x < 2
Schreibweise: (M, <).
16.1.2 Beispiel 1
Sei V' ein Vektorraum und sei
M = {W | W C V Untervektorraum}

die Menge aller Untervektorrdumen von V. Dann wird M durch die Inklu-
sionsrelation

Wi <Wy & Wiy CWsy

mit Wi, Ws € M zu einer teilweise geordneten Menge.

16.1.3 Beispiel 2

Sei X eine beliebige Menge und sei M = P(X) die Potenzmenge von X.
Durch die Inklusionsrelation

X1 <Xy & X1CXo

mit Xy, Xo C X wird M zu einer teilweise geordneten Menge.
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16.1.4 Definition

Eine teilweise geordnete Menge (M, <) heifit total geordnet, wenn fiir alle
r,y €M
r<y oder y<zx

gilt.

16.1.5 Beispiel

N,Z,Q und R werden mit der iiblichen ”Kleiner-Gleich-Relation” zu total
geordneten Mengen.

16.1.6 Definition

Eine total geordnete Menge (M, <) heifit wohl geordnet, wenn eine der
folgenden #quivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(1) Jede nicht leere Menge N C M hat ein kleinstes Element n € N.

(2) Zu jeder nicht leeren Menge N C M gibt es ein n € N, so dass fiir alle
x € N gerade n < zx gilt.

16.1.7 Beispiel

Mit der iiblichen ” Kleiner-Gleich-Relation” ist N eine wohl geordnete Menge,
Z,Q und R hingegen nicht.

In der Mengenlehre stellte sich die Frage, ob jede Menge wohl geordnet
werden kann. Die Antwort ist ja und wird durch die folgende Sétze geklért.

16.1.8 Definition

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und seien a,b € M.

Eine obere Schranke fiir a und b ist ein Element s € M mit a < s, b < s.

Gilt s < ¢’ fiir alle oberen Schranken s’, so ist s die kleinste obere Schran-
ke.

Schreibweise: a V b.

Eine untere Schranke fiir a und b ist ein Element s € M mit s < a, s < b.

Gilt s’ < s fiir alle unteren Schranken ', so ist s die gréf3te untere Schran-
ke.

Schreibweise: a A b.
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16.1.9 Beispiel 1

Sei V ein Vektorraum und sei
M = {W | W C V Untervektorraum}
eine teilweise geordnete Menge mit der Relation
W1 < Wy & W, CWs,.
Dann gilt:
WivWy = Wi+ W,

WinAnWy = WiNWsy

16.1.10 Beispiel 2

Sei X eine beliebige Menge und sei M = P(X) (die Potenzmenge von X)
eine teilweise geordnete Menge mit der Relation

X1 S X2 <= Xl C X2-
Dann gilt:

Xi1vVXe = XjUXy
XiNXe = XiNXe

16.1.11 Satz 1

Sei (M <) eine teilweise geordnete Menge.

Existieren fiir alle a, b € M eine kleinste untere und eine gréfite obere Schran-
ke in M, dann bildet M mit den Verbandsverkniipfungen a V b und a A b
einen so genannten Verband.

16.2 Zornsches Lemma

16.2.1 Auswahlaxiom

Sei I eine beliebige Indexmenge und sei (M;);e; eine durch I indizierte
Menge von nicht leeren Mengen.

Dann gibt es eine Abbildung
I )M
el

mit f(i) € M; fur alle ¢ € I.
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16.2.2 Wohlordnungssatz

Jede Menge kann mittels geeigneter Relation wohl geordnet werden.

16.2.3 Zornsches Lemma

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge, fiir die jede Kette N C M, das
heifit jede total geordnete Teilmenge N von M, eine obere Schranke m’ € M
in N besitzt.

Dann besitzt (M, <) mindestens ein maximales Element, es gibt also ein
m € M, so dass aus m < x fiir alle x € M gerade m = z folgt.

16.2.4 Satz 1

Das Auswahlaxiom, der Wohlordnungssatz und das Zornsche Lemma sind
dquivalente Aussagen.

16.2.5 Satz 2

Jeder beliebiege Vektorraum V iiber einem Korper K hat eine Basis.

Beweis

Sei M die Menge aller Teilmengen X C V, die nur aus linear unabhéngigen
Vektoren besteht. Es soll gelten X < X', wenn X C X' ist. Damit wird M
wie {iblich zu einer teilweise geordneten Menge. Durch das Zornsche Lemma
soll nun bewiesen werden, dass das maximale Element m aus M eine Basis
von V ist.

Die Kettenbedingung ist offenbar erfiillt, somit sei m € M ein maximales
Element von (M, <).

Angenommen m erzeugt nicht ganz V', dann gibt es ein x € V, das linear
unabhéingig zu den Vektoren aus m ist. Sei nun m = m U {z}. Dann gilt
aber gerade m < m, was ein Widerspruch zur Maximalitdt von m ist. Somit
gibt es kein solches x und m erzeugt wirklich ganz V' und ist als System von
linear unabhéngigen Vektoren eine Basis von V. O

16.3 Abbildungen
16.3.1 Definition

Seien (X, <) und (Y, <) teilweise geordnete Mengen und sei f : X — Y eine
beliebige Abbildung.

f heifit eine Abbildung teilweise geordneter Mengen, wenn fiir alle
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r1,T9 € X mit z1 < z9 auch

flz1) < f(x2)

inY gilt.

16.4 Aufgaben

16.4.1 Aufgabe 1
Sei M ={1,2,3,..,12} und seien a,b € M.

Es gelte
a<b & ateilt b.

Gib eine moglichst iibersichtliche graphische Darstellung der teilweise ge-
ordneten Menge (M, <) an.

L6sung

Beispiel: 3 teilt 6, daher steht die 3 in der graphische Darstellung weiter
unten und ist mit der 6 durch eine Linie verbunden. Insgesamt ergibt sich
folgende Abbildung:

/\/
\/\///

11 7

\\I//

Abbildung 4



17 Gruppen

17.1 Definitionen und Satze
Sei G eine Menge und sei

o:GxG — G
(g;h) = goh

eine Abbildung.

G ist genau dann eine Gruppe, wenn gilt:

(GRP1) Assozialtivgesetz: (goh)ok =go(hok) fiiralle g,h,k € G.
(GRP2) Linkseins: Es gibt e € G mit eoc g =g fiir alle g € G.
(GRP3) Linksinverses: Es gibt ¢’ € G mit ¢’og =¢ fiir alle g € G.
Schreibweise: (G, o).

Die Abbildung o heifit Gruppenmultiplikation.

17.1.1 Satz 1

Die eindeutig bestimmte Linkseins e ist auch eine Rechtseins.

17.1.2 Satz 2

Zu jedem Linksinversen g € G gibt es auch ein Rechtsinvers g~! € G.

17.1.3 Definition

Eine Gruppe G heifit abelsche oder kommutative Gruppe, wenn fiir alle
g,h e
goh = hog

gilt.
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17.1.4 Beispiel

Z ist mit der iiblichen Addition als Gruppenmultiplikation eine kommutative
Gruppe. Alle Axiome lassen sich leicht nachpriifen.

17.1.5 Definition
Sei (G, ) eine Gruppe, sei X eine beliebige Menge und sei

0:GxX — X
(9,2) +— gow
eine Abbildung.
Dann operiert die Gruppe G von links auf der Menge X, wenn gilt:
(1) (9-h)ox=go(hox) firalleg,heGundzx e X.

(2) eox ==z fiir alle z € X und e als Einselement von G.

17.1.6 Defninitionen und Rechenregeln

Sei G eine beliebige Gruppe.

Dann gelte bzw. gilt fiir alle g,h € G und alle n,m € Z:
(1) ¢g" := (gogo...og) (n-mal)

(2) 9" :=e

(3) g7 = (g")"

(4) glog™ =gt

(5) (g")" = g™

(6) (goh)™' =h7tog™!

17.1.7 Defninition
Seien GG, H zwei Gruppen und sei ¢ : G — H eine Abbildung.

Dann heifit ¢ ein Gruppenhomomorphismus, wenn fiir alle g, h € G gilt:
p(goh) = ¢(g)op(h).

© heilt ein Gruppenisomorphismus, wenn ¢ ein Gruppenhomomorphis-
mus und zusétzlich auch noch bijektiv ist.
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17.2 Untergruppen
17.2.1 Definition

Sei G eine Gruppe und sei H C G eine Teilmenge von G.

H ist eine Untergruppe von G, wenn gilt:
(1) Das Einselement e von G ist auch Element von H.

(2) goh '€ H fiir alle g,h € H.

17.2.2 Satz 1

Eine Teilmenge H einer Gruppe G mit dem Einselement e ist also genau
dann eine Untergruppe von G, wenn fiir alle g, h € H gilt:

(1) ec H.
(2) gohe H.

(3) goteH.

17.2.3 Satz 2

FEine Untergruppe H einer Gruppe G ist mit der Gruppenmultiplikation von
G selber eine Gruppe.

17.2.4 Satz 3
Sei ¢ : G — H ein beliebiger Gruppenhomomorphismus.
Dann gilt:
Im(p) = {p(g) | g € G} ist eine Untergruppe von H
ker(p) = {g9€ G| ¢(g9) =e} ist eine Untergruppe von G
17.2.5 Satz 4

Alle Untergruppen von (Z,+) sind von der Form
nZ = {kn|keZ}
mit n € N.

Beweis

Siehe 23.5.1 auf Seite 213.
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17.2.6 Definition

Sei G eine Gruppe sei H eine Untergruppe von G und sei g € G beliebig.
gH :={goh | he H} C G heifit eine Linksnebenklasse von H in G.
Hg:={hog|he H} C G heifit eine Rechtsnebenklasse von H in G.

17.2.7 Satz b

Zwei Linksnebenklassen g1 H und goH sind entweder gleich oder disjunkt.
Die Menge aller Linksnebenklassen von G nach H wird mit G/H bezeichnet.

Zwei Rechtsnebenklassen Hg; und Hgs sind entweder gleich oder disjunkt.
Die Menge aller Rechtsnebenklassen von G nach H wird mit H\G bezeich-
net.

Beweis

Siehe 23.5.2 auf Seite 213.

17.2.8 Definition
Sei G eine Gruppe, seien Hi, Ho Untergruppen von G und sei g € G beliebig.

HigHy :={hjogohy | hy € Hy, hg € Hy} C G heifit eine Doppelneben-
klasse nach H; und Hs in G.

17.2.9 Satz 6

Zwei Doppelnebenklassen Hyg1 Ho und HigeHo sind entweder gleich oder
disjunkt.

17.2.10 Defninition und Satz

Sei GG eine Gruppe sei X eine Menge und es operierre G auf X von links.

Die Teilmengen Gz := {gox | g € G} C X mit g € G heien Bahnen oder
Orbits von G in X. Sie ergeben eine disjunkte Zerlegung von X.

Stab(z) := {g € G | gox = x} C G heifit Stabilisator von z in G und
bildet eine Untergruppe von G.

Zent(z) :={g € G| gox =xog} C G heifit Zentralisator von z in G und
bildet eine Untergruppe von G.
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17.3 Ordnungen
17.3.1 Definition

Sei G eine Gruppe.
Die Ordnung |G| von G ist die Anzahl der Elemente in G. Gilt |G| < oo, so
ist G eine endliche Gruppe, andernfalls eine unendliche Gruppe.

17.3.2 Definition

Sei G eine Gruppe, sei g € G und sei n € N.

Gilt ¢" = e und ist n mit dieser Eigenschaft minimal, so ist die Ordnung
ord(g) des Elementes g gerade n. Existiert kein solches n, so ist die Ordnung
von g unendlich.

17.3.3 Satz 1

Sei G eine endliche Gruppe.

Dann sind alle Elemente aus g von endlicher Ordnung, es gilt also gerade

ord(g) < oo fur alle g € G.

Beweis

Da G endlich ist, gibt es 4,7 € N mit j < i und g* = ¢. Dann gilt aber auch
97 = g9 = g9 = e

und somit hat g endliche Ordnung. O

17.3.4 Satz 2

Sei G eine Gruppe und sei ord(g) = n fiir ein g € G.

Dann ist

{9) = {%9"9% . ..9" "}
die kleinste Untergruppe von G, die g enthélt.
17.3.5 Satz 3

Sei G eine Gruppe und sei H C G eine Untergruppe von G.
Dann gilt |g1 H| = |g2H| fiir alle g1, g2 € G.

17.3.6 Satz 4
Sei G eine Gruppe und sei H C G eine endliche Untergruppe von G.
Dann gilt |[gH| = |H| fiir alle g € G.
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17.3.7 Satz 5
Sei G eine endliche Gruppe und sei H C G eine Untergruppe von G.
Dann gilt |G| = |G/H|- |H|.

17.3.8 Satz von Lagrange
Sei G eine endliche Gruppe und sei H C G eine Untergruppe von G.

Dann ist |H| ein Teiler von |G|.

Beweis

Siehe 23.5.3 auf Seite 214.

17.3.9 Satz 6
Sei G eine endliche Gruppe und sei g € G.

Dann ist ord(g) ein Teiler von |G]|.

17.3.10 Satz 7

Seien G, H zwei endliche Gruppen und sei ¢ : G — H ein Gruppenhomo-
morphismus.

Dann gilt:
(1) |G/ker(p)| - |ker(p)| = |G|.
(2) [Im(p)| - |ker(p)| = |G].
(3) |G/ker(p)| = [Im(p)].

17.4 Normalteiler und Quotientengruppen

17.4.1 Definition
Sei G eine Gruppe und sei N eine Untergruppe von G.

N heiflt ein Normalteiler von G, wenn fiir alle g € G
gNg™' = N & gN = Ng

gilt.
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17.4.2 Beispiele
(1) Sei K ein beliebiger Korper.

Sei weiter GL(n, K) die lineare Gruppe, sei SL(n,K) die spezielle
lineare Gruppe und sei H die Menge aller Diagonalmatrizen. Dann sind
wie man leicht zeigen kann SL(n, K) und auch H Untergruppen von
GL(n,K), aber nur SL(n, K) ist auch ein Normalteiler, H hingegen
nicht.

(2) Sei S, die Gruppe aller Permutationen von {1,..,n}. Dann ist die
alternierende Untergruppe

A, = {meS,|sgn(r)=+1}

ein Normalteiler von S,. Fir n > 5 ist A, sogar der einzige nicht
triviale Normalteiler.

1743 Satz 1

Seien GG, H zwei Gruppen und sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus.

Dann ist ker(¢) ein Normalteiler von G.

Beweis
Es wird nur die Normalteilereigenschaft gezeigt:

Sei h € ker(p) und sei g € G beliebig. Dann gilt
plghg™") = wl9)p(h)p(g™") = elg)ep(s™) = e
Somit folgt gker(p)g~! C ker(¢p) fiir alle g € G. Analog gilt aber auch

g ' ker(p)g C ker(p)

und es folgt ker(¢) C gker(¢)g!. Dies zeigt gerade die Gleichheit. a

17.4.4 Satz 2

Sei G ein Gruppe, sei N ein Normalteiler von G und sei G/N die Menge der
Nebenklassen von N in G.

Dann ist G/N mit der Verkniipfung
(1N) o (g2N) = g1g2N

selber eine Gruppe.
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17.4.5 Definition

Sei G ein Gruppe, sei N ein Normalteiler von G und sei G/N die Menge der
Nebenklassen von N in G mit der zugehorige Verkniipfung

(g1N) o (92N) = g1g2N.

Dann heifit (G/N, o) eine Quotientengruppe.

17.4.6 Beispiel 1
Sei (Z,4+) eine Gruppe mit dem Normalteiler 3Z = {.., -6, —3,0, 3,6, ..}.
Die Quotientengruppe (Z/3Z) gesteht dann aus genau drei Elementen:

= 0+3Z = {.,—6,-3,0,3,6,..}
= 143%Z = {.,—-5,-2,1,4,7,..}
= 2+43Z = {.,—4,-1,2,5,8,..}

| = O

17.4.7 Beispiel 2
Sei V' ein Vektorraum und sei W C V ein Untervektorraum.
Dann ist (V,+) eine Gruppe und W ein Normalteiler von V.
Demnach ist (V/W, +) mit der Verkniipfung

(V1 + W)+ (2 + W) = (1 +v2) + W

wiederrum eine Gruppe, namlich genau die Quotientengruppe (V/W, +).

17.4.8 Definition

Sei G ein endliche Gruppe.
G heit zyklisch, wenn es ein Element g € G gibt, so dass

G ={¢"|meZ}

gilt.

17.4.9 Beispiel
(Z,+) ist eine Gruppe.

Alle Untergruppe von (Z,+) sind von der Form nZ = {nx | z € Z} mit
n € N.

Die Quotientengruppe (Z/nZ,+) bestehend aus den n verschiedenen Ne-
benklassen
0+nZ,l1+nZ,2+nZ,...,(n—1)+nZ

und ist eine zyklische Gruppe durch das erzeugende Element 1+ nZ.
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Beweis

Sei m € N mit m < n. Dann gilt
m+nZ = (1+nZ)+ (1+nZ)+...4+ (1 +nZ) (m-mal)
und somit folgt (Z/nZ,+) = {(1 +nZ)™ | m € Z}. O

17.4.10 Satz 3
Jede zyklische Gruppe G der Ordnung n ist isomorph zu (Z/nZ,+).

17.4.11 Definition
Seien G, H zwei Gruppen.
Das direkte Produkt

GxH = {(9,h) | ge G,h e H}
wird gebildet durch
(91,h1) o (92, h2) = (9192, h1h2).

17.4.12 Satz 4

Seien GG und H beliebige Gruppen mit gleicher Gruppenmultiplikation.
Dann ist auch G x H eine Gruppe.

17.4.13 Definition
Sei G eine beliebige Gruppe.

G heiBt einfach, wenn {e} und G die einzigen Normalteiler von G sind.

17.4.14 Beispiel
Ist p ein Primzahl, dann ist G = (Z/pZ,+) eine einfache Gruppe.

Beweis
Zunichst gilt |G| = p.

Sei nun H eine Untergruppe von G. Dann ist |H| nach dem Satz von La-
grange ein Teiler von |G|. Demnach gilt |H| = 1 oder |H| = p, da p Primzahl
ist und es folgt H = {e} oder H = G. O
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17.5 Zykelschreibweise
17.5.1 Satz 1

Sei S, die Menge aller Permutationen von {1,..,n} (siche Seite 73).

(Sp, o) bildet durch die Komposition von zwei Funktionen als Gruppenmul-
tiplikation eine nicht kommutative Gruppe.

Elemente aus S,, werden in der Regel mit 7 bezeichnet.

17.5.2 Beispiel

Seien 7y, 9 € S3, dabei

/12 3 1 /1 2 3
=19 31 un =11 3 9 )

das heifit m1(1) =2, m1(2) =3, 71(3) =1 usw. Dann gilt

123 12 3
S D=3 29 1)
2 1

\V)

(7(’207T1): (

w

17.5.3 Zerlegung in Zyklen
FEine andere Schreibweise fiir eine Permuatation ist die Zykelschreibweise.

Jede Permutation kann als Produkt von elementfremden so genannte Zy-
klen zerlegt werden:

7

5 )

(1 2
™=\4 3
l—,4—7—5—6—1... und 2+—3—2....

Sei w € S7 mit

3 45 6
2 7 6 1
Dabei gilt fiir

Daraus ergibt sich nun die Zykelschreibweise fiir 7:
m = (14567)(23)

Die Permutation 7 besteht in diesem Beispiel also aus einem 5er und einem
2er Zykel.

Beinhaltet eine Permutation in ihrer Zykelschreibweise ler Zykel, so werden
diese in der Regel weggelassen:

7 = (2568)(17)(2)(3) = (2568)(17)
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17.5.4 Verkniipfen von Zyklen

Beispiel 1

Seien 71, o € S5 zwei Permutation mit den Zykelschreibweisen
T = (123)(45) und mo = (35)(14).

Dann gilt
mpom = (35)(14) o (123)(45) = (125)(34).

Es wird also mit der 1 angefangen, 7a(71 (1)) ermittelt und mit dem Ergebnis
analog weitergemacht.

Beispiel 2
Sei m € S3 mit 7 = (231). Dann gilt
7 = (231) 0 (231) 0 (231) = (1)(2)(3) = id.

Da 72 die Identitét ergibt, hat 7 genau die Ordnung 3.

17.5.5 Definition

Sei m eine Permutation in Zykelschreibweise.

Die Linge eines Zykels ist gleich der Anzahl der Zahlen in ihm.

17.5.6 Satz 2

Sei 7 eine Permutation in Zykelschreibweise.

Dann ist die Ordnung von 7 das kleinste gemeinsame Vielfache der Léngen
der einzelnen Zykel.

17.5.7 Beispiele

m = (123)(45) hat die Ordnung 6.
m = (123)(4)(5) hat die Ordnung 3.
m = (123)(456) hat die Ordnung 3.

17.6 Aufgaben
17.6.1 Aufgabe 1

Priife, welche der folgenden Teilmengen Untergruppen der additiven Gruppe
(R, +) der reellen Zahlen sind.

(1) H=2Z = {2u|uez}
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(2) H=0Q- ={rcQ|r<0}
(3) H =2NU{0} ={0,2,4,6,...}
(4) H=Ry = {reR|r>0}
LGsung

Das Einselement e von (R, +) ist 0. Es miissen also folgende Axiome gepriift
werden:

(1) H ist eine Teilmenge von G
(2) e=0eH
(3) atbl=a-becH firalleabc H

Wie man leicht sieht, ist jeweils H eine Teilmenge von G und es gilt 0 € H.
Somit muss nur noch der dritte Punkt {iberpriift werden.

Teil 1
Es gilt fiir alle a,b € H
2a+ (2b)™' = 2a—2b = 2(a—b) € H,
somit ist H eine Untergruppe von G.
Teil 2
Sei a = —2, b = —3. Dann gilt
a+bl = —243 =1¢ H,

somit ist H keine Untergruppe von G.
Teil 3
Sei a =0, b= 2. Dann gilt

a+bt =0+(-2) = —-2¢H,
somit ist H keine Untergruppe von G.
Teil 4
Sei a =0, b= 1. Dann gilt

a+bt =0+(-1) = —1¢H,

somit ist H keine Untergruppe von G.
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17.6.2 Aufgabe 2

Untersuche, welche der folgenden Abbildungen Gruppenhomomorphismen
der multiplikativen Gruppe (R, -) der reellen Zahlen in sich.

(1) p: R—=R, z— 2z
(2) ¢:R—=R, z+— 2?
(3) p: R—=R, z—1
(4) p:R—>R, z+— (z—1)
(5) p:R—R, 27!
L6sung

Es muss jeweils gepriift werden, ob fiir alle a,b € R
pla-b) = ¢(a) ¢(b)
gilt.

Teil 1

Es gilt
ela-b) = 2(ab) = 2ab # 2a2b = p(a) - p(b),

somit ist ¢ kein Gruppenhomomorphismus.

Teil 2

Es gilt
pla-b) = (ab)® = a®b® = p(a)- ¢(b),

somit ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus.

Teil 3

Es gilt
pla-b) =1 =1-1 = p(a)-p(b),

somit ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus.

Teil 4

Es gilt

pla-b) = ab—1# (a—1)-(b—1) = p(a)-p(b),

somit ist ¢ kein Gruppenhomomorphismus.
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Teil 5

Es gilt
pla-b) = (ab)™" = a1 = g(a) - p(b),

somit ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus.

17.6.3 Aufgabe 3

Bestimme alle moglichen Ordnungen von Elementen der Gruppe Ss.

Losung

135

Es sind alle moéglichen Zykelzerlegungen zu untersuchen. Die Ordnung ist
dann das kleinste gemeinsame Vielfache der Liangen der einzelnen Zykel.

Folgende Zykelzerlegungen und dementsprechend folgende Ordnungen sind

moglich:

Ordnung =1
Ordnung =2
Ordnung =2
Ordnung =3
Ordnung =4
Ordnung=5
Ordnung =6

L A

Jedes Element aus S5 hat also die Ordnung 1,2,3,4,5 oder 6.

17.6.4 Aufgabe 4
Sei ¢ eine Abbildung, die gegeben wird durch

©:ZJ105Z — Z/3Z x Z/5Z x Z]TZ
(a +105Z) — (a+3Z,a+5Z, a+T77).
(1) Zeige, dass ¢ ein Gruppenisomorphismus ist.

(2) Bestimme ¢~ 1(1+ 3Z,0+ 5Z,0 + 77Z).

Losung Teil 1
Seien (a + 105Z), (b + 105Z) € Z/105Z beliebig.
Dann gilt:

©((a+ 105Z) + (b + 105Z))

= ¢((a+b)+105Z)
= ((a40b)+3Z, (a+b) +5Z, (a+b) +72Z)
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= ((a+3Z)+ (b+3Z), (a+5Z)+ (b+5Z), (a+TZ) + (b+ TZ))
= (a+3Z, a+5Z, a+TL)+ (b+3Z, b+ 5Z, b+ TZ)
= ¢(a+ 105Z) + ¢(b+ 105Z)

Damit ist gezeigt, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist. Es muss also
nur noch die Bijektivitit gezeigt werden.

Es gilt:
|Z/105Z| = 105
|Z/37 x 757 x ZJTZ| = |Z/3Z|-|Z/5Z|-|Z)7Z| = 3-5-7 = 105
Da das kleinste gemeinsame Vielfache von (3,5,7) gerade 105 ist, gilt
ker(p) = {0+ 105Z}.
Somit folgt
Z/105Z] = [ker(p)] - [Im(p)]
105 = 1-|Im(ep)|.
Demnach gilt
Im(y)| = |Z/105Z| = |Z/3Z|-|Z/5Z|-|Z/7Z| = 105

und somit ist ¢ auch bijektiv.

Losung Teil 2
Gesucht ist das Urbild von (14 3Z, 0+ 5Z, 0+ 7Z) in Z/105Z.

Da ¢ bijektiv ist, gibt es zu jedem Element aus Im(p) genau ein Element
aus Z/105Z.

Es gilt:
e(704+105Z) = (70+3Z, 70+ 5Z, 704+ 7Z) = (1+3Z,0+5Z, 0+ TZ)

Somit ist {70 + 105Z} die zu bestimmende einelementige Menge.

17.6.5 Aufgabe 5

Sei G eine Gruppe und seien a,b € G.

Der Kommutator [a,b] von a und b in G ist
[a,b] = aba"'b"! € G.

Es bezeichnet

G,G] = {[a,b] | a,be G} C G
die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe von G.

Zeige, dass [G, G] sogar ein Normalteiler von G ist.
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Losung

137

Da bereits bekannt ist, dass [G, G] eine Untergruppe von G bildet, ist nur

noch die Normalteilereigenschaft
glG,Glg™! = [G,G] fir alle g € G

ZU zeigen.
Zunichst einmal gilt fiir alle z, g € G:

(1) (gzg )t =g(gr) "t =gatg!

(2) (g7la7lg) =g g a7 ) =g ey
Sei nun [a, b] € [G, G] beliebig. Dann gilt:

gla,blg™ = gaba~'b'g™!

= gag 'gbg 'ga g tgb g™

= gag ' -gbg ' -gatgt - gblg”

1

1

—~
[y
N

lgag™,gbg™'] € [G,G]

[a,b] = aba 'b!

= gg 'agg 'bgg™?

aflggflbflggfl

Yag,g7'bglg™" € g¢[G.Glg™!

= glg”
Somit gilt g[G,Glg~! = [G,G].

17.6.6 Aufgabe 6

gag™' - gbg™ - (gag™")7' - (gbg™!)

= g-g lag-g'bg- (g "ag) " (g bg)

Sei F, ein Korper aus ¢ Elementen, sei n € N und sei GL(n,F,) die Gruppe

aller invertierbaren n x n Matrizen.

Berechne die Ordnung der Gruppe GL(n,Fy).

Losung

Betrachtet man zunéchst eine beliebige Matrix A € GL(n,F,), so ist A

invertierbar und besteht aus n Spaltenvektoren z1, .., z, € Fy.

Da A invertierbar ist, sind die n Spaltenvektoren linear unabhéngig.

Betrachtet man den ersten Spaltenvektor x; = (z11,..,Z1n), so gilt zy; €
F, mit ¢ = 1,..,n. Somit sind zunéchst ¢" unterschiedliche Vektoren x;
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gefunden in Fy. Da A aber invertierbar ist, kann x1 nicht der Nullvektor
sein und es ergeben sich genau

¢t -1

Moglichkeiten fiir die Wahl von z;.
Nach gleicher Uberlegung gibt es nun zunichst auch ¢” — 1 Mdaglichkeiten
fiir die Wahl des zweiten Spaltenvektors xo. Da aber x7 und x5 linear un-
abhéingig sein miissen, diirfen keine Vielfachen des ersten Spaltenvektors
auftreten. Dies sind nach Abzug einer Moglichkeit durch die 0 genau g — 1.
Es ergeben sich somit fiir den zweiten Spaltenvektor genau

" =1-(q—1) = q"—q
Moglichkeiten.
Fiir x5 bleiben nun ¢" Moglichkeiten abziiglich Vielfacher der beiden ersten
Vektoren, dies sind genau ¢2. Somit gibt es genau

g —q

Wahlmoglichkeiten fiir xj.

Analog erhilt man fiir den Spaltenvektor z,, mit 1 < m <n genau

Moglichkeiten der Wahl.

Die gesuchte Gruppenordnung ist das Produkt der Wahlmoglichkeiten der
einzelnen Spaltenvektoren, also

IGL(n,Fy)| = (¢"=1)-(¢"=q)-...- (" —¢" )



18 Ringe

18.1 Definitionen und Satze

Sei R eine Menge und seien "+ die Addition sowie ”-” die Multiplikation
als Verkniipfungen von Elementen aus R.

R ist genau dann ein Ring, wenn gilt:

(RNG1) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.

(RNG2) AG: (rs)t = r(st) fiir alle r,s,t € R.

(RNG3) DG:r(s+t) = rs+rtund (r+s)t = rt+st fir alle r,s,t € R.
Schreibweise: (R, +, -).

Gilt sogar rs = sr fiir alle v, s € R, so ist R ein kommutativer Ring.

18.1.1 Beispiele
(1) Jeder Korper ist auch ein Ring.
(2) (Z,+, -) bildet mit iiblicher Addition und Multiplikation einen Ring.

(3) Die Menge der n x n Matrizen iiber einem Koérper K M (n, K) bildet
mit der Matrixaddition und Matrixmultiplikation einen nicht kommu-
tativen Ring.

18.1.2 Der Polynomring
Sei K ein beliebiger Korper.

Klz] = {p(z) = Zaix”aeK}
1=0

bezeichnet den so genannten Polynomring iiber dem Korper K. Dabei
wird definiert:

n

n n
+ Z a;xt + Z bzt = Z(ai + b))z’
i=0 i=0

=0

139
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n m n—+m k
Yt bl = Y (Y ay)e!
=0 7=0 k=0 i+j=Fk

K|[z] bildet sogar einen kommutativen Ring.

18.1.3 Definition
Seien R, S zwei Ringe und sei ¢ : R — S eine Abbildung.

© heifit ein Ringhomomorphismus, wenn fiir alle r,x € R gilt:

platb) = ¢la)+¢0),
pla-b) = wpla)-@(b).

© heiit ein Ringisomorphismus, wenn ¢ ist ein Rinhomomorphismus und
zusétzlich noch bijektiv ist.
18.1.4 Satz 1

Sei o : R — S ein Ringhomomorphismus.

Dann ist ker(p) eine additive Untergruppe von (R, +).

18.2 Ideale

18.2.1 Definition
Sei R ein beliebiger Ring und sei I C R.

I heifit linksseitiges Ideal von R, wenn (I, +) eine Untergruppe von (R, +)
ist und RI C I gilt.

I heifit rechtsseitiges Ideal von R, wenn (I,+) eine Untergruppe von
(R,+) ist und IR C I gilt.

I heiflt Ideal, wenn I ein links- und rechtsseitiges Ideal ist.

18.2.2 Beispiel

Im Ring R = (Z,+, -) ist jedes Ideal von der Form I = nZ mit n € N. Der
Quotient Z/nZ bildet einen Ring der Restklassen.

18.2.3 Satz 1

In einem kommutativen Ring R ist jedes Links- oder Rechtsideal I auch ein
Ideal.
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18.2.4 Satz 2

Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus.

Dann ist ker(y) ein Ideal von R.

18.2.5 Satz 3
Sei R ein Ring mit einem Ideal 1.

Dann bildet (R/I,+) eine additive Gruppe.

18.2.6 Satz 4
Sei R ein Ring mit einem Ideal I. Durch

(r+1)-(s+1) == r-s+1 firalle rse R
als Multiplikation bildet R/I einen Ring.

18.2.7 Beispiel
Sei R/I = 7Z/13Z und es sei @ := a + 13Z. Dann gilt
R +T1° = 5%+ (%2)°

N1
] b
L &
|‘Cﬂ
S
_l’_
—~
|
o0
S—
N

18.2.8 Homomorphisatz
Seien R und S zwei kommutative Ringe und sei I C R ein Ideal von R.
Weiter sei ¢ : R — S ein beliebiger Ringhomomorphismus mit I C ker(y).
Dann ist auch
p:R — R/I
r — r+1

ein Ringhomomorphismus und es gibt einen eindeutig bestimmten Ringho-
momorphismus @ : R/I — S mit gop = .

Es kommutiert also das folgende Diagramm:
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Folgerung und Anwendung
Seien R und S zwei kommutative Ringe und sei I C R ein Ideal von R.

Wenn nun gezeigt werden soll, dass R/I isomorph ist zu S, so muss eine
Abbildung ¢ : R — S gefunden werden, fiir die gilt:

(1) ¢ ist ein Ringhomormorphismus.
(2) ¢ ist surjektiv.
(3) Esist ker(p) =1.

Genau dann folgt aus dem Homomorphisatz, dass R/I isomorph ist zu S.

Dieser Satz gilt des Weiteren auch fiir Gruppen und Normalteiler statt Rin-
gen und Idealen.
18.2.9 Definition

Sei R ein kommutativer Ring.

R heiit nullteilerfrei, wenn fiir alle r, s € R mit rs = 0 folgt » = 0 oder
b=0.

Ist R nullteilerfrei und hat R ein Einselement, so ist R ein Integritdtsring.

18.2.10 Beispiele
(1) Z/4Z ist nicht nullteilerfrei, denn es gilt 2-2 =4 =0 und 2 # 0.

(2) Z/pZ mit einer Primzahl p ist nullteilerfrei.

18.2.11 Definition

Sei R ein kommutativer Ring mit einem Ideal I.
I heifit Hauptideal, wenn I von einem Element a € R erzeugt wird, wenn

also I = R - a gilt.

18.2.12 Definition

Sei R ein kommutativer Ring.

R heifit ein Hauptidealring, wenn R ein Integritétsring und jedes Ideal I
in R ein Hauptideal ist.

18.2.13 Beispiel 1

Der Ring der ganzen Zahlen (Z,+, -) ist ein Hauptidealring, denn jedes
Ideal ist von der Form nZ.
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18.2.14 Beispiel 2

Sei K ein beliebiger Korper und sei K[z] der Polynomring iiber K.
Dann ist K[z]| ein Hauptidealring.

Beweisskizze

Der Beweis verlduft sehr dhnlich zum Beweis, dass bei den ganzen Zahlen
jede Untergruppe und auch jedes Ideal ein Hauptideal ist (siehe 23.5.1 auf
Seite 213).

Bei der Division mit Rest betrachtet man dabei den Grad des Polynoms.

18.2.15 Definition

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und sei M ein Ideal von R.

M heifit maximal, wenn M # R gilt und alle Ideale I von R eine Teilmenge
von M sind.

18.2.16 Definition
Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und sei P ein Ideal in R.

P heifit Primideal, wenn aus a-b € P folgt a € P oder b € P.

18.2.17 Satz 5

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement 1. Dann gilt:
(1) P ist Primideal <& R/P ist ein Integritétsring.
(2) M ist maximales Ideal < R/M ist ein Korper.

(3) Jedes maximale Ideal ist auch ein Primideal.

Beweis

Siehe 23.5.4 auf Seite 214.

18.2.18 Beispiel 1
Sei (Z,+, -) der Ring der ganzen Zahlen und sei p eine Primzahl.

Dann ist pZ ein maximales und ein Primideal, da Z/pZ sowohl ein Inte-
gritdtsring als auch ein Korper ist.
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18.2.19 Beispiel 2
Sei R[z] der Polynomring iiber den reellen Zahlen R.

Dann ist

() = Rlz]z = {Zaixix |reN, a ER}

i=0
ein maximales Ideal, da R[z]|/(z) = R ein Koérper ist. Somit ist (z) auch ein
Primideal.

18.2.20 Beispiel 3

Sei Z[z] der Polynomring iiber den ganzen Zahlen Z.

Dann ist

(x) = Zlz]z = {Zaixi:c | r €N, aiGZ}

=0
ein Primideal, aber kein maximales Ideal, da Z[z]/(x) = Z ein Integritéitsring
aber kein Korper ist.

18.3 Moduln
18.3.1 Definition

Sei R ein beliebiger Ring und sei (M, +) eine kommutative Gruppe mit einer
zusétzlichen Multiplikation - : R x M — M.

M ist genau dann ein R-Linksmodul, wenn fiir alle ;s € R und m,n € M
gilt:

(MDL1) AG: (rs)m = r(sm).
(MDL2) DG: (r+s)m = rm+sm und r(m+n) = rm+rn
(MDL3) Fiir das Einselement 1 € R gilt 1m = m.

Entsprechend gilt die Definition auch fiir R-Rechtsmodul.

Ist M kommutativ, so ist jedes R-Linksmodul auch ein R-Rechtsmodul und
M heifit dann ein R-Modul.

18.3.2 Satz 1

Ist R sogar ein Korper, dann ist jeder R-Modul genau ein Vektorraum.
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18.3.3 Beispiel

Ist R = Z der Ring der ganzen Zahlen, so sind Z-Moduln genau kommutative
Gruppen mit
m-a = (a+a+...+a) (m-mal).

18.3.4 Definition

Sei R ein Ring, seien M, N zwei R-Moduln und sei ¢ : M — N eine beliebige
Abbildung.

© heiit ein Modulhomomorphismus, wenn fiir alle a,b € M gilt:

pla+b) = p(a)+p(b),
pla-b) = o(a)- o).

© heifit ein Modulisomorphismus, wenn ¢ ein Modulhomomorphismus
und zusétzlich noch bijektiv ist.

18.3.5 Satz 2
Sei R ein Ring und seien M, N zwei R-Moduln.
Die Menge aller Modulhomomorphismen

Homp(M,N) = {p: M — N | ¢ ist Modulhomomorphismus}

mit der Verkniipfung

(P14 @2)(2) = (p1)(x) + (p2)(2)

bildet eine additive Gruppe.

18.3.6 Definition
Sei R ein Ring, sei M ein R-Modul und sei N C M.
N heifit ein R-Untermodul, wenn gilt:

(1) (V,+) ist eine kommutative Untergruppe von (M, +).

(2) r-ne N firallere Rne N.

18.3.7 Satz 3

Ist R ein Korper, dann ist jeder R-Untermodul genau ein Untervektorraum.
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18.3.8 Definition und Satz
Sei R ein Ring, sei M ein R-Modul und sei N C M ein R-Untermodul.
Die Quotientengruppe (M /N, +) mit

(a+b)N = (a+N)+(b+N) firalea,be M
r(m+N) = rm+N fir aller e R,me M

bildet einen R-Modul.

18.3.9 Satz 4
Sei R ein Korper, sei V' ein R-Modul und sei W ein R-Untermodul.
Dann ist die Quotientengruppe M/N die Menge aller affinen Teilrdumen

parallel zu W.
18.3.10 Definition und Satz
Sei R ein Ring und seien M, N zwei R-Moduln.

Dann ist
M&N = {(mn)eMxN|meMnecN}

mit den Verkniipfungen

(m1,n1) + (m2,n2) = (my +mg,ng + na),
r(m,n) = (rm,rn),

dabei m, mi,mo € M, n,ni,ne € N und r € R, ein R-Modul.

18.4 Aufgaben

18.4.1 Aufgabe 1

Sei Z der Ring der ganzen Zahlen und sei Z/49Z ein Restklassenring.
Berechne in diesem Restklassenring:

(1) @+ 1.

(2) (5)'+ (B

(3) Lose die Gleichung 22 = 30.

Losung Teil 1

Es gilt
= (@™ = O™ = (),

somit folgt (7)1 +1T=0+1=1.
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Losung Teil 2
Es gilt
G)' = () = (@2) = ) = (37) = (-12),
@M = (I6)° = (16)*- (16)*- (16) = (1) (I1) - (16)
= (319) = (25),
somit folgt (5)* + (4)1 = =12 +25 =13

Losung Teil 3

Es sind alle Elemente z aus {0, 1,2, ..,48} gesucht, fiir die 22 = 30 gilt.

Man findet die zwei Losungen 1 = 18 und x9 = 31.

18.4.2 Aufgabe 2
Berechne im Ring Z/31Z das Element

2025

o = (T89556 + )2 4 (30%% — 1) - 2.

Losung

Es gilt

18.4.3 Aufgabe 3
Berechne im Ring Z/29Z das Element

b= (5L
Losung
Es gilt b= (25)7! = (—4)~L.
Fiir b muss also
(=4)-b =1
gelten. Durch ausprobieren erhilt man
(—4)-7 = =28 = 1.

Demnach gilt b = 7.

147
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18.4.4 Aufgabe 4
Berechne im Restklassenring Fa[x]/(2% + 2 + 1) das Element

c = (224+z+1D4

Losung

[Fy ist der Korper aus den Elementen 0 und 1, somit ist Fo[z] der Polynomring
iiber dem Korper Fy aus zwei Elementen.

Es gilt
c = (@2+z+1)!
= (28 4427 4 1025 + 162° + 1924 + 1623 + 1022 + 4z + 1)p,
28+t + 1.

Um das Element ¢ nun mdoglichst einfach darzustellen, ist der Rest folgender
Polynomdivision iiber dem Kérper Fy wichtig:

2
(@B 4+2t+1) 0 @ H+r+1) = x5—:c3—w2+a:§+:;il
— (28 —i—x —i—w)
0 —i—m +1
6 _ T
2

(=2 -
—(— xt

)

)

(—2® + 2%+ 1)
0 )
)

—2d—x
(2?2 +1

—(=

Somit gilt nun ¢ = z2 + 1.

18.4.5 Aufgabe 5
Berechne im Restklassenring Fa[x]/(2% + 2 + 1) das Element

d = (z+1)"1

Losung

Fiir das Element d muss
z+1-d =1

gelten. Durch ausprobieren erhélt man

r+1-224+2 = 3+224+224+2 = 342
343-141 = 23+3+1+1 = 1L

Demnach gilt d = 22 + .
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18.4.6 Aufgabe 6
Sei W =R(1,1,0,0) + R(0,0,1,1) ein Untervektorraum von R*.

Priife, welche der folgenden Paare z und y dieselbe Restklasse T = 7 im
Quotientenvektorraum R*/W ergeben.

(1) (1,0,0,0) und (0,0,0,1).
(2) (3,-3,4,4) und (4,-2,5,5).

(3) (1,0,—1,0) und (2,0,1,1).

L6sung

Es ist jeweils zu iiberpriifen, ob gilt:
y € { +A(1,1,0,0) + u(0,0,1,1) | \,u € R}

Teil 1
Sei D := {(1707070) + )‘(17 17070) + M(0,0, 1, 1) | )‘7M € R}
Es gibt kein A und kein pu, so dass y = (0,0,0,1) € D.

Demnach ergeben T = 7 unterschiedliche Restklassen.

Teil 2
Sei D :={(3,-3,4,4) + A(1,1,0,0) + 1(0,0,1,1) | A\, u € R}.
Sei A =1 und g = 1. Dann gilt
(3,-3,4,4) + (1,1,0,0) + (0,0,1,1) = (3,-2,5,5) = w.

Somit ist « € D, also ergeben T = 7 dieselbe Restklasse.

Teil 3
Sei D := {(1,0,~1,0) + A(1,1,0,0) + u(0,0,1,1) | A, st € R}.
Es gibt kein A\ und kein pu, so dass y = (2,0,1,1) € D.

Demnach ergeben T = 7 unterschiedliche Restklassen.

18.4.7 Aufgabe 7

Sei W =R(1,1,0,0) +R(0,0,1,1) ein Untervektorraum von R*. Finde eine
Basis fiir den Quotientenvektorraum R*/WV.



Kap.18 Ringe 150

Losung

Nach der Dimensionsformel dim(R*) = dim(W) + dim(R*/W) hat R*/W
also die Dimension 2.

Seien fi = f1 + W und fo = f; + W zwei linear unabhiingige Vektoren im
Quotientenvektorraum R*/TV.

Damit f; und f eine Basis bilden, ist nur zu beachten, dass f; und f; linear
unabhéngig zu (1,1,0,0) und zu (0,0, 1, 1) sind.

Somit bilder zum Beispiel {(0,1,1,0),(1,0,0,1)} eine Basis von R*/WV.

18.4.8 Aufgabe 8
Sei G = (R, +) eine Gruppe, X = R eine Menge.

Priife, welche der Abbildungen g : G x X — X Gruppenoperationen defi-
nieren.

(1) g: RxR—=R, (r,z)—r-z.
(2) g:RxR—=R, (r,z)— =z

(3) g:RxR—-R, (rz)—ax—r.

L6sung

Das Einselement e von (R, +) ist 0. Fiir eine Gruppenoperation muss also
gelten:

(1) (0,z)— =z firallezeR
(2) (91-g2)ox=g1o(g2ox) firaleg,g €R, zeR

Teil 1

Es gilt
(0,z) — 0-x = 0 # =z

Somit wird durch g keine Gruppenoperationen definiert.
Teil 2
Es gilt

0,z) — =,

(g1-g2)ox = (g1+ge)ox = = ggox = gro(ge20om).

Somit wird durch g eine Gruppenoperationen definiert.
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Teil 2
Es gilt
0,z) — -0 = =z,
(g1 g2)ox = (g1+g2)oxr = r—g1—g2 = T—G— G
= gio(z—g2) = gio(g202).

Somit wird durch g eine Gruppenoperationen definiert.

18.4.9 Aufgabe 9
Sei R = K|[z| der Polynomring iiber einem Kérper K.

Priife, welche der folgenden Teilmengen I C R Ideale sind.
(1) I'={fe K |grad(f) = 1}.

(2) I={f=>"ax"|ap+a =0}

(3) I={feK[z]]|f(1)=0}

(4) I={feKl|f0)+f(2) =0}

Losung

Damit I ein Ideal von R ist, muss gezeigt werden:
(1) (I,+) ist eine additive Untergruppe von R
(2) f-gel furallefel, geR

(3) g-fel firallefel geR

I ist jeweils eine additive Untergruppe von R, dies muss also jeweils nicht
mehr iiberpriift werden.

Teil 1
Sei f € I beliebig und sei g € R mit g(z) = 0.
Dann gilt f(z)-g(x) = f(z)-0 =0, somit folgt f-g & I, also ist I kein Ideal
von R.
Teil 2
Sei f € I mit f(z) =2 — 1 und sei g € R mit g(x) = 2z.
Dann gilt f(z)-g(z) = (x — 1) - 2z = 222 — 2z, somit gilt fiir f - g
apo+a; = 0+(=2) = —2#0.
Demnach ist f-g & I, also ist I kein Ideal von R.
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Teil 3
Sei f € I beliebig und sei g € R beliebig.
Dann gilt

f)-9(1) = 0-9(1) =0 und  g(1)-f(1) = g(1)-0 = 0.

Somit ist f-g € I und g- f € I, also ist [ ist ein Ideal von R.

Teil 4

Sei f € I mit f(z) = —22+2+ 1 und sei g € R mit g(x) = x + 1.

Dann gilt f(z) g(z) = (—2?2 4+ 2+ 1) - (z +1) = —23 + 22 + 1, somit folgt
(f-9)0)+(f-9)(2) =1+ (-3) = =2 #0. Demnach ist f-g & I, also ist [
kein Ideal von R.

18.4.10 Aufgabe 10

Sei I := [a,b] C R ein Intervall und sei C(I,R) der Ring der stetigen Funk-

tionen f: I — R mit

(it fo)@) = file)+ fole)  wnd  (fi-f2)(2) = fi(@)- fa(2).
Sei a € 1.
Zeige, dass My, = {f € C(I,R) | f(a) = 0} ein Ideal von C(I,R) ist.

LGsung

M, ist offenbar eine additive Untergruppe von C(I,R), es ist also noch zu

zeigen, dass
M, -C(I,R) C M,

gilt. Sei f(x) € M, beliebig und g(z) € C(I,R) beliebig.
Dann gilt:
fla)-g(a) =0-g(a) =0
= f(z)-g(zx) € Mgy
= M, -C(I,R) C M,
= M, ist ein rechtsseitiges Ideal.

Da C(I,R) kommutativ beziiglich Multiplikation ist, ist M, sogar wie gefor-
dert ein Ideal.



19 Bilinearformen

19.1 Grundlegende Definitionen

19.1.1 Definition
Sei V' ein Vektorraum iiber einem Koérper K. Die Abbildung
b:VxV-oK

heifit Bilinearform, wenn fiir alle x, x1, x2,y,y1,y2 € V, a1,a2,51,0: € K
gilt:

blarwy + aoxa,y) = aib(xy,y) + ab(x2,y)
b(z, Biyr + Paye) = Bib(x,y1) + Bab(x, y2)

b heifit symmetrische Bilinearform, wenn

b(z,y) = bly,x)

fir alle z,y € V gilt.
b heifit schiefsymmetrische Bilinearform, wenn

b(z,y) = —b(y,z)
fir alle z,y € V gilt.
b heif}t alternierende Bilinearform, wenn

b(x,z) = 0

fir alle z € V gilt.
Anschaulich definiert b(z, x) gerade die ”Lénge” eines Vektors x € V.
19.1.2 Definition
Seib:V xV — K eine beliebige Bilinearform.
b heifit positiv definit, wenn fiir alle w € V mit u # 0 gilt: b(u,u) > 0.

b heifit negativ definit, wenn fiir alle v € V mit u # 0 gilt: b(u,u) < 0.
b heiit indefinit, wenn es u,v € V gibt mit b(u,u) > 0 und b(v,v) < 0.

153
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Bemerkung

Ist eine Bilinearform b {iber einem reellen Vektorraum V' symmetrisch und
positiv definit, dann ist b ein Skalarprodukt.

Das heif3t auch, dass alle Skalarprodukte Beispiele fiir symmetrische Biline-
arformen sind (siehe Seite 96).

19.1.3 Beispiel
Die Abbildung b: V x V — K mit b(z,y) = 0 ist die triviale Bilinearform.

19.1.4 Definition

Sei K ein beliebiger Korper mit Einselement 1 und sei p € K.

Ist p mit der Eigenschaft

I+...+41 =0
—_——

p-mal
minimal, dann ist p die Charakteristik char(K) von K.
Gibt es kein solches p, dann gilt char(K) = 0.

Bemerkung

Die Charakteristik char(K) eines Korpers K ist entweder gleich 0 oder gleich
einer Primzahl p.

19.1.5 Satz 1

Sei b ein Bilinearform iiber einem Korper K mit char(K) # 2. Dann gilt:
b ist schiefsymmetrisch < b ist alternierend
Beweis
Sei b schiefsymmetrisch. Dann gilt fiir alle z € V' gerade
b(x,z) = —bx,x),

also 2b(x,z) = 0. Somit gilt b(z,x) = 0 und es folgt, dass b alternierend ist.

Sei nun umgekehrt b alternierend. Dann gilt fiir alle z,y € V

0 = blz+y,z+y)
= b(z,z) +b(w,y) + by, 2) +b(y,y) = blz,y) + by, z),

was zeigt, dass b dann auch schiefsymmetrisch ist. O
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19.1.6 Satz 2

Sei b ein Bilinearform {iber einem Kérper K mit char(K) = 2. Dann gilt

b ist schiefsymmetrisch < b ist symmetrisch

19.2 Symmetrische Bilinearformen

19.2.1 Satz 1
Sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K und sei {ej,...,e,} eine Basis
von V. Sei weiter
Bii oo P
B=| :
Bnl oo ﬂnn

eine n X n Matrix.

Dann gibt es genau eine Bilinearform b : V x V — K mit
b(ei,ej) = ﬁij fur i,j = 1, ..n.
Beweis

n n
Seien z,y € V mit x = Y &e; und y = Y nje; mit &, .., &n, mn € K.
i=1 j=1

Dann gilt gerade
ba,y) = b Y Gew Y mes | = DD Gnbleies) = D Bis&in.
i=1 j=1 i=1 j=1 i,j=1

Umgekehrt wird nun aber durch diese Rechnung auch b durch die Matrix B
eindeutig festgelegt. O

19.2.2 Folgerungen

(1) bist genau dann symmetrisch, wenn B = B gilt.
(2) b ist genau dann schiefsymmetrisch, wenn B = — B! gilt.

(3) b ist genau dann alternierend, wenn B = B! gilt und 8; = 0 falls
char(K) = 2 ist.
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19.2.3 Satz 2

Sei b eine symmetrische Bilinearform auf R™, sei {e1, ..e, } die Standardbasis
von R™ und sei B = (f3j)1<i,j<n die zu b gehorige symmetrische Matrix, also
57;]' = b(ei, 6]').

Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

(1) b ist positiv definit.

(2) det(ﬁij)lgiﬂ'gr > 0 fir alle r € {1, . n}

(3) Alle Eigenwerte von B sind > 0.

19.2.4 Satz 3

Sei b eine symmetrische Bilinearform auf R”, sei {eq,..e,} die Standardbasis
von R™ und sei B = (f3;j)1<i,j<n die zu b gehorige symmetrische Matrix, also
ﬂij = b(ei, 6j).

Dann sind folgende Aussagen &dquivalent:

(1) b ist negativ definit.

(2) (—1)T . det(ﬂij)lgi’ng > 0 fiir alle r € {1, ,TL}

(3) Alle Eigenwerte von B sind < 0.

19.2.5 Beispiele

1 00 -1 0 0
0 2 0 | ist positiv definit und 0 -2 0 ist negativ definit.
0 0 3 0o o0 -3

19.2.6 Definition

Sei (V,b) ein Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform b. Die Abbildung
q:V - K, zw— b(z,x)
heifit die von b induzierte quadratische Form.

(V,q) heiit dann quadratischer Raum.

Fine symmetrische Bilinearform legt also eindeutig die zugehorige quadra-
tische Form fest.
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Bemerkung

Sei M € M(n, K) eine symmetrische Matrix iiber einem Vektorraum V.
Dann wird auch durch
q:V —- K
z1
(X1, ., 2n) — (z1,.,2n) - M-

Tn

eine quadratische Form gegeben. Da es aber zu jeder symmetrischen Ma-
trix auch genau eine Bilinearform gibt, ist diese Aussage zur Definition von
quadratischen Formen #dquivalent.

19.2.7 Satz 4
Sei (V, q) ein quadratischer Raum.
Dann gilt fiir alle z,y € V und A € K
a(z+y) = q(z)+q(y) +2b(z,y)  und

g(ha) = Ng(x).
Beweis
Es gilt gerade:

gz +y) = bx+y,z+y)

(
b(x,z+y)+bly,z+vy)
b(z,x) + b(z,y) + by, ) + b(y,y)
(
(

= q(z) +q(y) + 2b(z,y)
g Azr) = bz, Az) = Mb(z,\y) = A (z,y)

19.2.8 Beispiel
Sei V = R" und seien z = (z1,..,Zn), ¥ = (Y1,..,Yyn) € R™.

Dann ist zu der Bilinearform
n
b(x,y) = Z:cly, gerade q(x) = Z%Q
i=1 ;

die quadratische Form.
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19.2.9 Satz 5

Sei nun umgekehrt (V, q) ein quadratischer Raum, dabei V' ein Vektorraum
iiber einem Koérper K mit char(K) # 2.

Dann wird die zughotrige symmetrische Bilinearform gegeben durch

1

b(z,y) = 5 <Q(w +y) —q(z) - Q(y)>-

Dieses Verfahren ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 19.2.7 und heif3t
auch Polarisation.

19.2.10 Beispiel

Sei I3 der Raum aller reellen Polynomfunktionen vom Grad < 3. Dann wird
durch

q:II3 — R
foe P+

eine quadratische Form gegeben. Man erhélt nun durch Polarisation die
zugehorige Bilinearform:

0r0) = 5 (ot +y) —ax) - a))
= S+ 0P0) + (4070 - PO - @) - ¢2(1) - )
= (279 + 27 9)(2)
= (-9 +(f9)(2)
Die Probe zeigt sofort
bELF) = (F- N+ F-NHE) = PO+ = ),

19.2.11 Definition

Sei (V,b) ein Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform b.
rad(V) = {z eV | b(z,y) =0 fir alley € V}

heifit das Radikal des Raumes (V,b).

Das heifit, rad(V') besteht gerade aus den Vektoren aus V, die beziiglich der
Bilinearform b auf allen anderen Vektoren aus V senkrecht stehen.

19.2.12 Satz 6

Sei (V,b) ein Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform b.

Dann ist rad(V') ein Untervektorraum von V.
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Beweis

Es sind wieder die iiblichen drei Axiome zu tiberpriifen.

Es ist klar, dass 0 € rad(V) gilt. Mit x € rad(V) ist aber auch Az € rad(V),
dies zeigt gerade

b(Az,y) = Ab(z,y) = A0 = 0.

Weiter ist mit x1,z2 € rad(V) durch
b(xl =+ I'Q,y) = b(xlay) + b(xQ’y) =0+0=20
auch z1 + x2 € rad(V). O
19.2.13 Beispiele
(1) Sei (V,b) mit b(x,y) =0 fur alle z,y € V.
Dann gilt rad(V) = V.

(2) Sei (R™,b) mit einem beliebigen Skalarprodukt b.

Dann gilt rad(V') = {0} = 0.

19.2.14 Definition

Sei (V,b) ein Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform b.
(V,b) heiBt nicht ausgeartet oder reguldr, wenn rad(V) = 0 gilt.
(V,b) heifit ausgeartet, wenn rad(V') # 0 gilt.

19.2.15 Definition

Sei (V, b) ein Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform b und sei W C V/
ein Untervektorraum von V.

Wt = {z eV |bz,y) =0 fir alle y € W}
heifit das orthogonale Komplement von W.

19.2.16 Satz 7

Das orthogonale Komplement W ist ein Untervektorraum von V.
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19.2.17 Satz 8

Sei (V,b) ein symmetrischer Raum, sei W C V ein Untervektorraum und sei
(W, blw) ein symmetrischer Raum mit der auf W eingeschréinkten Bilinear-
form b.

Dann gilt
WnWt = rad(W).

19.2.18 Satz 9

Sei (V,b) ein symmetrischer Raum und seien Wy, Wy C V' zwei Untervek-
torraume von V mit W7 C Wa.

Dann gilt
Wi c Wi

19.2.19 Satz 10

Sei (V,b) ein symmetrischer Raum, dabei V ein endlich dimensionaler Vek-
torraum iiber einem Korper K und b sei nicht ausgeartet. Sei weiter V* der
Dualraum von V.

Es entsteht durch b die Abbildung

p:V - V*
r — V — K
y = b(z,y).

Dabei ist ¢ ein Isomorphismus und es gilt ker(¢) = rad(V).

19.2.20 Dimensionsformel

Sei (V,b) endlich dimensional und nicht ausgeartet und sei W ein Untervek-
torraum von V.

Dann gilt

dim(V) = dim(W) + dim(W)

Beweis

Siehe 23.6.1 auf Seite 216.
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19.2.21 Satz 11

Sei (V,b) endlich dimensional und nicht ausgeartet.

Dann gilt
(WHt = W,

19.2.22 Satz 12

Sei (V,b) endlich dimensional und nicht ausgeartet und sei W C V ein
Untervektorraum von V.

Dann gilt:

(1) Wtnw =o.

(2) WH+w = V.

19.2.23 Beispiel

Sei V = R2, seien z = (z1,72), ¥y = (y1,y2) € R? und sei b eine durch
b(x,y) = 1y2 + 21

gegebene Bilinearform. Dann gilt

bler,e1) = b((1,0),(1,0)) = 0 und
b(eg,eg) = b((O,l),(O,l)) =0

Sei nun
Re, = {z=(z1,22) €R?| 29 =0} = {z=(21,0) eR? | z; eR} C R
Dann gilt nach der Dimensionsformel

dim(R}) = dim(R?) — dim(R,,) = 2—1 = 1,

also folgt (RZ) = R,,. Somit steht Re, zu sich selber orthogonal.

19.2.24 Definition

Sei (V,b) ein Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform b. Mit geeigneten
Untervektorrdumen W; von V fiir ¢ = 1,..,n ist

V=w41l..1W,

eine orthogonale Zerlegung von V.

Es stehen dann also alle Untervektorrdume W; paarweise beziiglich b ortho-
gonal aufeinander und die Summe aller W; ist gerade V.
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19.2.25 Beispiel

Sei V = R2, seien = = (z1,72), ¥y = (y1,y2) € R? und sei
b(z,y) = 1y1 + T212

eine Bilinearform.

Dann ist
R? = R(0,1) L R(1,0)

eine orthogonale Zerlegung von R?, denn W7 = R-(0,1) und Wo = R - (1,0)
sind zwei Untervektorriume von R? und es gilt

b(A-(0,1), p-(1,0)) = 0 fir alle A\, p € R.

19.2.26 Satz 13

Sei (V, q) ein quadratischer Raum.

Dann ist V' eine orthogonale Summe eindimensionaler Untervektorrdumen.

19.2.27 Definition und Satz

Sei (V, q) ein quadratischer Raum iiber einem reellen n dimensionalen Vek-
torraum V.

Dann gibt es eine Basis {eq,..,e,} von V| so dass
V = Regt LRey L ... LRe,
die orthogonale Summe eindimensionaler Untervektorraumen ist mit

q(e;) = +1 fir s =1,..,r und
q(e;) = —1 fir ¢« = r+1,..,n.

Dieser Satz wird verallgemeinert im Satz von Sylvester auf Seite 166.

Beweisskizze

Jeder quadratische Raum kann in eine orthogonale Summe eindimensionaler
Untervektorrdumen zerlegt werden, also in

V = Reg LRey L ... L Re,.

Sei nun b die zu ¢q gehorige Bilinearform und B’ die zu b gehérige symme-
trische Matrix. Dann gibt es nach dem Spektralsatz eine Basis {e1,..,e,}
von V, so dass die Matrix B der Bilinearform b nur aus den Eigenwerten
A1, .., A dargestellt werden kann.
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Sortiert man nun so um, dass b(e;, e;) > 0 fiir ¢ = 1, ..,7 und b(e;, e;) < 0 fiir
i =7r+41,..,n gilt, so erhélt man durch

- 1
€ = —e;
(2 /7|>\Z| (]

die geforderte Basis {é1,..,éy}.

fir i =1,..,n

19.3 Orthogonale Gruppen

Fiir die nun folgenden Definitionen und Sétze wird ein Charakteristik des
Korpers K, iiber dem der Vektorraum V' definiert ist, von # 2 vorausge-
setzt.

Die einleitenden Definitionen und Séatze sind sehr dhnlich zu euklidischen
Réumen, vergleicher dazu Kapitel 13. Auch die Beweise sind analog zu
fiithren.

19.3.1 Definition

Seien (V,b) und (V', V') zwei quadratische Rdume und sei v : V' — V' eine
lineare Abbildung.

u heiflt eine Isometrie oder eine orthogonale Abbildung, wenn fiir alle
z,y €V gilt:

b (u(z),uly)) = b(z,y)
19.3.2 Definition

Die Menge aller bijektiven Isometrien iiber einem quadratischen Raum (V, b)
O(V,b) = {u:(V,b) — (V,b) | uist Isometrie}

heifit orthogonale Gruppe.

19.3.3 Satz 1

Sei V' ein Vektorraum mit einer Basis {e1,..,e,}, sei b eine symmetrische
Bilinearform auf V mit G = (gi;) = (b(es, €5))1<ij<n, sei u : V. — V eine
lineare Abbildung und sei A = M(u, {e1,..,e,}) die durch u und der Basis
{e1,..,en} gegebenen Matrix.

Dann ist u genau dann eine Isometrie, wenn A'\GA = G gilt.

19.3.4 Satz 2

Die Determinante der Matrix einer Isometrie ist £1. Dabei entspricht +1
einer Drehung und —1 einer Spiegelung.
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19.3.5 Satz 3

Sei u € O(V,b) eine Isometrie, seien W1, Wy C V zwei Untervektorrdume
von V und sei W7 LWs.

Dann gilt auch
u(Wh) L u(Ws).

19.3.6 Beispiel

Sei (R™,b) ein symmetrischer Raum mit einem Skalarprodukt b.

Spiegelungen, Drehungen in der Ebene und Drehungen um eine Achse im
Raum sind Beispiele fiir orthogonale Abbildungen.

19.3.7 Satz 4

Sei (V,b) ein quadratischer Raum, sei V' = W; L W5 eine orthogonale Zer-
legung von V', sei u: V — V eine lineare Abbildung mit u(W;) = W; sowie
u(Ws) = Wa und seien u|w,, ulw, zwei Isometrien.

Dann ist auch u eine Isometrie.

19.3.8 Satz 5
Sei (V,b) ein quadratischer Raum und sei a € V' mit b(a, a) # 0.
Dann ist
Sq:V — V
r = r—2- Ib)gzzzga

eine orthogonale Abbildung.
54 ist eine Spiegelung an der Hyperebene H = (K - a)*.

19.3.9 Wittscher Fortsetzungssatz

Sei (V,b) ein nicht ausgearteter quadratischer Raum, seien W, W’ C V zwei
Untervektorrdume von V', die beziiglich b nicht ausgeartet sind, und es sei
u: W — W’ eine Isometrie.

Dann gibt es auch eine Isometrie @ : V' — V mit @l = u.

Das heifit also, dass @ eine Fortsetzung von u auf ganz V ist.
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19.3.10 Wittscher Kiirzungssatz

Seien U, W, W' quadratische Riume, die beziiglich einer Bilinearform b nicht
ausgeartet sind, und es gebe eine Isometrie

w:ULW — ULW'.

Dann sind W und W' isometrisch.

19.3.11 Satz 6

Sei (V,b) ein nicht ausgearteter quadratischer Raum, sei dim(V') = n und
sei u € O(V, b) eine orthogonale Abbildung.

Dann ist u ein Produkt von maximal n Spiegelungen.

19.3.12 Definition
Sei (V,b) ein nicht ausgearteter quadratischer Raum mit dim(V') = 2.

Existiert ein e € V' mit e # 0 und
ble,e) = 0,

dann heifit (V,b) eine hyperbolische Ebene.

19.3.13 Satz 7
Sei (V,b) eine hyperbolische Ebene.
Dann gibt es e, f € V mit

ble,e) = b(f,f) = 0 und ble,f) = b(f,e) = 1.

Beweis

Siehe 23.6.2 auf Seite 216.

19.3.14 Satz 8

Alle hyperbolischen Ebenen sind zueinander isometrisch.

19.3.15 Satz 9

Sei (V,b) ein nicht ausgearteter quadratischer Raum und seien e, f € V mit
e, f # 0 und b(e,e) = b(f, ) = 0.
Dann gibt es eine hyperbolische Ebene H = K -e+ K - f C V fiir die gilt:

V = H | H-.
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19.3.16 Definition und Satz

Sei (V,b) ein quadratischer Raum.

Dann gibt es eine orthogonale Zerlegung
V=HLlLl..L1LH)LW

aus r hyperbolischen Ebenen und dem so genannten anisotropen Raum
W fiir den gilt:
b(w,w) = 0 fiir alle w € W.

W ist ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmter Untervektorraum von V'
und heiit auch anisotroper Kern von V.

19.3.17 Bemerkung

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei V' ein Vektorraum
iiber K.

Dann ist jeder anisotrope Kern von (V,b) eindimensional.

19.3.18 Definition

Sei (V,b) ein nicht ausgearteter quadratischer Raum.

Ein Untervektorraum U von V mit b|yxy = 0 heiit isotroper Untervek-
torraum.

Ist der Untervektorraum U maximal, so heifit U maximal isotroper Un-
tervektorraum.

19.3.19 Satz 10

Sei (V,b) ein nicht ausgearteter quadratischer Raum.

Dann operiert die orthogonale Gruppe O(V,b) transitiv auf der Menge der
maximal isotropen Untervektorrdumen.

19.3.20 Definition

Sei (V,b) ein quadratischer Raum und sei U C V ein maximal isotroper
Untervektorraum.

Die Dimension dim(U) heifit der Index von V.

19.3.21 Satz von Sylvester

Sei (V,b) ein endlich dimensionaler reeller nicht ausgearteter quadratischer
Raum iiber einem Kérper K.
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Dann gibt es eine Basis {eq,..,e,} von V, so dass
V = Key LKey L ... L Ke,
die orthogonale Summe eindimensionaler Untervektorraumen ist mit

ble;,e;) = +1 fiir ¢ =1,..,r und
ble;,e;)) = —1 fir i =r+1,..,n.

Dabei ist 7 eindeutig bestimmt und der Index von (V,b) ist min{r,n — r}.

Das Zahlenpaar (r,n — r) heifit die Signatur von (V,b).

Bemerkung

(1) Ist dim(V) = 2 und gilt fir die Signatur von V' gerade (1, 1), so ist V'
eine hyperbolische Ebene.

(2) Gilt fiir die Signatur von V gerade (n,0), so ist V ein euklidischer
Vektorraum.

19.4 Alternierende Bilinearformen

Fast alle Definitionen und Sétze fiir symmetrische Bilinearformen lassen sich
genauso oder sehr dhnlich auch auf alternierende Bilinearformen iibertragen.

Sei V' ein Vektorraum und b eine alternierende Bilinearform, es gilt also
b(xz,z) = 0 fiir alle z € V. Dann heifit (V,b) symplektischer Raum.

19.4.1 Gleiche Definitionen und Satze

Sei (V,b) ein symplektischer Raum und sei W C V ein Untervektorraum
von V.

(1) z,y € V heiflen orthogonal beziiglich b, wenn b(x,y) = 0 gilt.
(2) Das Radikal rad(V) ={z € V | b(z,y) =0V y € V} ist ein Untervek-

torraum von V.
(3) (V,b) heifit nicht ausgeartet, wenn rad(V') = {0} = 0 gilt.
(4) Whi={z eV |blx,w) =0 fiir allew € W}.
(5) Ist b nicht ausgeartet, so gilt dim(W+) = dim(V) — dim(W).

(6) Ist blyyxw nicht ausgeartet, so gilt V=W L W=,
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19.4.2 Definition

Sei (V,b) ein nicht ausgearteter symplektischer Raum mit dim(V') = 2 und
sei {e, f} eine Basis von V.

Gilt
blee) = b(f,f) =0 und  ble.f) = —b(fe) = 1,

so heifit (V,b) eine hyperbolische Ebene.

19.4.3 Satz 1
Sei (V,b) ein nicht ausgearteter symplektischer Raum mit dim(V') = 2.

Dann existiert eine Basis {e, f} von V, so dass (V,b) eine hyperbolische
Ebene ist.

19.4.4 Satz 2

Sei (V,b) ein nicht ausgearteter symplektischer Raum mit dim(V) = n.

Dann ist n gerade.

19.4.5 Satz 3

Sei (V,b) ein nicht ausgearteter symplektischer Raum.

Dann ist V' orthogonale Summe hyperbolischer Ebenen, also
V=H 1..1H,

mit 2m = n = dim(V).

19.4.6 Definition

Seien (V,b), (V', V') symplektische Rdume und sei u : V' — V' eine lineare
Abbildung.

u heiit Isometrie, wenn fiir alle z,y € V gilt:
b (u(z),uly)) = b(z,y)

19.4.7 Definition

Die Menge aller bijektiven Isometrien iiber einem symplektischen Raum
(V,0)
Sp(V,b) = {u: (V,b) — (V,b) | u ist Isometrie}

heifit symplektische Gruppe.
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19.4.8 Satz 4

Sei (V,b) ein nicht ausgearteter symplektischer Raum mit dim(V') = 2.

Dann gilt
Sp(V,b) = SL(V),

wobei SL(V') die spezielle lineare Gruppe von V ist.

19.4.9 Satz b

Sei V' ein Vektorraum mit Basis {e1,..,e,}, sei b eine symplektische Bili-
nearform auf V mit G = (g;5) = (b(es, €5))1<ij<n, el u : V. — V eine
lineare Abbildung und sei A = M(u, {ey,..,e,}) die durch u und der Basis
{e1,..,en} gegebenen Matrix.

Dann gilt:
u ist eine Isometrie < A'GA = G

19.4.10 Satz 6

Die Determinante der Matrix einer Isometrie zwischen zwei symplektischen
R&umen ist +1.

19.5 Aufgaben
19.5.1 Aufgabe 1

Gegeben sei eine symmetrische Bilinearform b auf dem R? mit

bler,e1) = b(ez,e2) = bes,e3) = 1
bler,e2) = —2
bler,e3) = 1
blez,e3) = 0,

dabei {e1, ez, e3} die Standardbasis des R3.
(1) Berechne b(z,y) fir x = (1,—1,1) und y = (1, -2, 3).

(2) Bestimme eine Orthogonalbasis fiir (R3,b).

Losung

Die durch b definierte symmetrische Matrix A = (b(e;, €5))1<4,j<3 ist also

1 -2
A= | -2

1
1 0
1 0 1
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Teil 1
Es gilt
b(z,y) = b((1,-1,1), (1,-2,3))
= b(e; —eg—l—eg, e1 — 2e9 + 3es)
= b(e1,e1) — 2b(ey,e2) + 3b(eq, e3)
—b(ez, 61) + Qb(eg, 62) - 35(62, 63)
+b(€3, 61) - 2()(63, 62) + 35(63, 63)
1444+34+24+2—-04+1-04+3
= 16.
Teil 2

Gesucht sind also drei Vektoren €1, és,é3 € R?, die zueinander orthogonal
beziiglich b sind.

Wir wissen bereits, dass ea und e3 orthogonal zueinander stehen, also seien
ég = €2 und 63 = €3.

Gesucht ist nun also é; = (a,b,c) € R? mit b(é1, é2) = 0 und b(éy,é3) = 0.
b(él, ég) = b(a61 + bes + ces, 62)

a-bler,ea) +b-blea,e2) + c-bles, e2)
= —2a+b =

b(él, ég) = b(ael + bes + ces, 63)
= a-b(er,e3) +b-blez,e3) + c-bes,esz)
= a+c =0

Fiir ¢ = —1 folgt a =1 und b = 2.

Somit ist {€1, €2, €3} mit €3 = (1,2, —1), é = e2 und é3 = e3 eine Orthogo-
nalbasis von (R3,b).

19.5.2 Aufgabe 2

Sei (V,b) ein quadratischer Raum und sei W ein Untervektorraum von V.
(1) Definiere das orthogonale Komplement W+,
(2) Zeige, dass W ein Untervektorraum von V ist.

(3) Zeige, dass dim(W+) < dim(V) gilt.
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Losung Teil 1

Es ist
Wt = {z eV |blx,y) =0 fir alle y € W}.

Losung Teil 2
Es gilt 0 € W,
Seien w1, wy € W, Es gilt nun fiir alle y € W
b(wl + w27y) = b(wl’y) + b(w27y) =0+0 = 07

somit gilt auch w; + wq € w+.

Sei w € W+ und A € K. Es gilt nun fiir alle y € W
bA-w,y) = X-blw,y) = A-0 = 0,

somit gilt auch X - w € W,

Demnach ist W+ ein Untervektorraum von V.

Losung Teil 3
Es gilt die Dimensionsformel
dim(V) = dim(W) + dim(W+)

und somit folgt die Behauptung.

19.5.3 Aufgabe 3
Sei (V,b) ein quadratischer Raum und sei V* der Dualraum von V.
(1) Definiere die durch b gegebene kanonische Abbildung ¢y : V. — V*.

(2) Zeige, dass gy injektiv ist, wenn (V| b) nicht ausgeartet ist.

Losung Teil 1
Gemeint ist folgende Abbildung:

pp: Vo -V
x — gplr): V
Yy
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Losung Teil 2

Zunéchst einmal gilt:

(1) dim(V) =dim(V*)

(2) dim(V) = dim(ker(pp)) + dim(Im(pp))

Da (V,b) nicht ausgeartet ist, folgt rad(V) = 0, also gilt b(z,y) = 0 nur
fir z = 0. Damit ist aber ker(y,) = 0, also auch dim(ker(¢p)) = 0. Nach
der Dimensionsformel folgt nun dim(Im(yp)) = dim(V) und somit ist ¢y
injektiv.

19.5.4 Aufgabe 4

Sei b : R? x R? — R eine symmetrische Bilinearform, die durch
b((a1,a2),(b1,b2)) = aibi + asby — 6(a1bs + azby)

gegeben wird.

Finde ein beziiglich b orthogonale Zerlegung des R?.

Losung

Es sind zwei linear unabhéngige Vektoren a = (aj,a2) und b = (b1, b2)
geschucht, fiir die
b(a,b) = 0

gilt.
Sei a = (0,1). Dann folgt:
b(a,b) = 0+by —6(0+by) = by — 6by

Wiéhle b = (1,6). Dann sind @ und b linear unabhéngig und es gilt b(a, b) = 0.
Somit bildet

((0,1)) L ((1,6))
eine orthogonale Zerlegung des R? beziiglich b.

19.5.5 Aufgabe 5

Sei b : R* x R* — R eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform, die
gegeben wird durch die zugehorige Matrix

1 0 -3 5
0 4 1 -6
B = (bleseh<ij<a = | 4 | ¢ 9
5 —6 2 0

beziiglich der Standardbasis {e, .., e4}.

Bestimme den anisotropen Kern W C R* von (R%,b).
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Losung
Es gilt
b(eg,eg) = O = b(€4,€4)
sbles,es) = 1 = 1b(es,e3),
somit ist

H=TR-e3g+R-eqg C R?
eine hyperbolische Ebene beziiglich b.

Weiter gilt
R* = H1H"'

und da dim(H) = 2 ist auch dim(H+) = 2. Das heifit entweder ist H eine
weitere hyperbolische Ebene oder der gesuchte anisotrope Kern.

Zur Berechnung von H=:

Sei = Aie1 + \aea + Azes + \geq € HE beliebig. Dann gilt
b(H,z) = 0,
und es folgt:

b(H,z) = b(R-e3+R-eyq, x)
= R-beg,x) +R-bes, )

4 4
= Z)\ib(eg,ei)—FZ)\ib(&;,ei) =0
i=1 i=1

Demnach folgen die beiden Gleichungen

A1b(es, e1) + Aab(es, e2) + Asb(es, e3) + Aab(es, e4) = —3A1 + A2 +2X4 = 0,
Alb(€4, 61) + )\2[)(64, 62) + )\3[)(64, 63) + /\46(64, 64) = B\ — 6Xa2 +2X3 = 0.
él = ()\1, ..,/\4) = (0,2,6, —1) und ég = ()\1, ..,)\4) = (2,0,—5,3) sind zwei
beliebige lineare unabhéingige Vektoren, fiir die diese beiden Gleichungen

gelten. Damnach ist
H* = R-é+R-é&

der zun#chst gesuchte Raum. Sei nun

A — <b(élaél) b(él,é2))

b(éz,€1) b(é2,é2)

die zu (H*,b) gehorige Matrix. Ist b|4 positiv definit, so ist H+ keine hy-
perbolische Ebene sondern der gesuchte anisotrope Kern W.
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Zur Berechnung von A:

b(é1,61) = b(2eq + 6eg — ey, 265 + be3 — e4)
= 4b(eg,ea) + 12b(ea, e3) — 2b(ea, €4)
+12b(es3, €2) + 36 b(e3, e3) — 6 b(es3, e4)
—2b(eq,e2) — 6b(eq,e3) + bley, eq)
= 16+12+12+12-12+12 12
= 40

Analog folgt
b(él, 52) = b(ég, él) = —46 und b(ég, ég) = 64.
Es ergibt sich also die Matrix
40 —46
4= ( —46 64 ) '
Es gilt b(é1,€1) =40 > 0 und det(A) = 444 > 0, somit ist A positiv definit

und
W = H- = R-é;+R-é

ist der anisotorpe Kern von (R*,b).



20 Quadriken

Quadriken @ sind Kegelschnitte — also die Schnittmenge von einer Ebene
mit einem Kegel. Dabei entstehen Kreise, Ellipsen, Hyperbeln und Parablen.

Fiir feste Parameter a und b gibt es Quadriken in folgenden Normalformen:
Q= {(:L‘,y) € R? | 2—; + %’j = 1} ist eine Ellipse
Q= {(m,y) € R? | g—z - z—; = } ist eine Hyperbel
Q= {(z,y) e R?* | 2* — ay = 0} ist eine Parabel
Jede Quadrik @) der Form
Q= {(z,y) € R? | a112” + 2a127y + axy® + a1 + asy + a =0}

lésst sich durch Hauptachsentransformation in einer der oben angegebenen
Form darstellen. a und b sind dabei genau die Langen der Hauptachsen einer
Ellipse oder einer Hyperbel.

A
y

Beispiel einer Quadrik im R?: Ellipse
Abbildung 5

>

X

20.1 Beispielaufgaben
20.1.1 Beispiel 1

Bestimme die Hauptachsen und deren Léange fiir

Q = {(=,y) € R? | 212% — 162y + 9y? + 427 — 16y = 4}.

175
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Losung
Aus einer Quadrik der Form
Q = {(z,y) € R? | az® + by® + coy +dz +ey + f = 0}

ergeben sich folgende Matrix M, Vektoren m und s und der Wert g¢:
_ a c¢/2
M= < c/2 b )
_ d/2
" ( /2 >
M-s = —m

g = ml s+ f

Das heif3t in unserem Beispiel ist
21 -8
M pu—
()
—_— 21
= s )
s — -1
= 0 ,
-1
g = @, -8 , )J-4= -2
Um die Hauptachsen der gegebenen Quadrik zu bestimmen, miissen die
Eigenwerte und -vektoren von M bestimmt werden.
Berechnung der Eigenwerte:

det(M — \E) = ‘Ql_A -8 '

—8  9-— )\
= (21 =X\)(9—)\) —64
= A\ —30\+125
=0

A= 1564+v225-125 = 25
Ay = 156—+/225-125 = 5

Berechnung der Eigenvektoren:
T 0

e () = (4)

-4 -8 x _ 0

-8 —16 Y N 0
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4z —8y = 0 B
—8x—16y—0} = =
Somitistx1:<x>:<_2>.
Y 1
x 0

ar=xe () = (o)
6 8\(z\ _ (0
-8 4 Yy N 0
162 —8y = 0 B
—8x—4y=0} > y=2

Somit ist 29 = <$> = <1>
Y 2

Demnach sind A - z; und X - x9 die Hauptachsen von @ mit A € R.

Die Matrix A = (21, #2) ergibt sich nun aus den normierten Eigenvektoren

x1 und xa:
- () - 5

Um die Hauptachsentransformation durchzufiihren, muss A?-M-A berechnet

werden:
1 (-2 1\ (21 8\ 1 (-21
NAREE 8 9 ) L1 2
1 (50 25\ 1 (-2 1
- AL 510 5\ 1 2
_1/125 0
5\ 0 25
(20
N 0 5
Aus (u,v) - A- < Z > folgt nun unsere Quadrik @ in ihrer Normalform:

25u +50° +g = 0

N 25u° + 502 —25 = 0

& 25u + 502 = 25
2 v?

& — =1
u+5
u2 1)2

& — 4 = 1.
12 \/52

Q ist also eine Ellipse und es sind 1 und /5 die Langen der Hauptachsen.
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20.1.2 Beispiel 2

Bestimme die Hauptachsen und deren Léange fiir

Q = {(z,y,2) €R® | Ta® — dwy + 222 + Ty* + 2yz + 42> + 18z — 18y = 0}.

Losung
Aus einer Quadrik der Form
Q = {(z,y,2) € R® | ax’+ by’ + 2> +doy+exz+ fyz+ge+hy+iz+j = 0}

ergeben sich folgende Matrix M, Vektoren m und s und der Wert g:

a d/2 e/2
M = /2 b f/2
e/2 f/2 ¢
9/2
m = h/2
i/2
M-s = —m
g = ml s+
Das heif3t in unserem Beispiel ist
7T -2 1
M = -2 7 1],
1 4
9
m = -9 1,
0
-1
s = 1 ,
0
-1
g = (9, —9,0) 1 +0 = —18.
0

Um die Hauptachsen der gegebenen Quadrik zu bestimmen, miissen die
Eigenwerte und -vektoren von M bestimmt werden.

Berechnung der Eigenwerte:

det(M —AE) = | -2 7-x 1
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= (T=NT-NE-N+(-2)+(-2)

—(7—
= A\
= 0
Moo= 3
Ay =
A3 =

Berechnung der Eigenvektoren:

(M -\ E) ( y

1 T
1 y
1 z

4 =2

-2 4

1 1
doe — 2y + 2z

2z +4y+ =
rT+y+=z

x
Somit ist x; = ( Y ) (
z
1 T
1 sowie xr3 = Y =
1 z

y
:

A) —

}:,

und es folgt analog x2

).

(T—X) —4(4 - \)

— 1822 + 99\ — 162

179

Demnach sind A - z1, A - 22 und X - z3 die Hauptachsen von ) mit A € R.

Die Matrix A = (21, @2, 23) ergibt sich nun aus den normierten Eigenvekto-

ren r1, ro und x3:

1/V6
A = ( 1/v6

1/V3
1/V3

—2/V6 1/V/3

Um die Hauptachsentransformation durchzufiihren, muss A?-M-A berechnet

werden:

1/V3 1/V3
1/vV2 —1/V2

(1/\/6 1/vV/6  —2/v6

6/vV3 6/V3
9/vV2 -9/V2

1/V3
0

6/V3
0

(3/\/6 3/vV6 —6/V6

X
)

1/v/2
1/\/5)
0

7T =21
-2 7 1 ]-A
1 1 4

1/V/6  1/V3

1/v/6 1/V/3 —1/2

—2/v6 1/V3

1/V2

0

|
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= 0 18/3 0
0 0 18/2
300
= 0 60
0 09
U
Aus (u,v,w)-A- | v folgt nun unsere Quadrik ) in ihrer Normalform:

3u? 4+ 602 +9u?+g = 0

& 3u’ + 602 + 9uw? — 18 = 0
= 3u’ + 602 + 9uw? = 18
e Li¥LY oy
6 3 2
u2 ’1)2 ’U}2
= 3t = t—= =1
V6T V3T V2

Q ist also eine Ellipsoid und es sind v/2, v/3 und v/6 die Lingen der Haupt-
achsen.



21 Projektive Geometrie

In der projektiven Geometrie werden Untervektorrdume eines n dimensio-
nalen Vektorraum auf eine n — 1 dimensionale Hyperebende projiziert.

Am Beispiel von V' = R? kénnen also alle Geraden und Ebenen, die den Null-
punkt enthalten, stets auf eine Ebene E projiziert werden, die den Nullpunkt
nicht enthalt.

Fine Gerade wird projiziert auf den Schnittpunkt dieser Geraden mit der
Ebene FE, eine Ebene auf die Schnittgerade mit FE.

0
Abbildung 6

Alle Punkte werden durch projektive Koordinaten der Form [z : x5 : x3]
dargestellt. Dabei ist A - (z1, 22, x3) genau die dazugehorige Gerade. Es gilt
also

(w1 w2 i @3] = [y1:y2:ys),
wenn es ein A € R mit A # 0 gibt, so dass x; = A - y; fiir ¢ € {1, 2,3} gilt.
Das heifit [1:1: 1] und [2: 2 : 2] sind in der projektiven Ebene dquivalent.
Die Menge

g=A{[r1:22:x3] | arx1 + agxo + azxs =0} mit (a1, az2,a3) # (0,0,0)

beschreibt genau die Gerade in der projektiven Ebene, die durch die eindeu-
tig bestimmten Ebene iduziert wird, die g enthélt und durch den Nullpunkt
geht.

Eine Besonderheit jeder projektiven Ebene ist es, dass sie unendlich ferne

181
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Geraden und Punkte enthélt. Alle Geraden durch den Nullpunkt, die par-
allel zu F sind, werden auf einen unendlich fernen Punkt projiziert — die
Ebene, die durch den Nullpunkt geht und parallel zu F ist, wird auf die
Gerade mit unendlicher Ferne projizert.

Welche Ebene E der Uberlegung zugrunde liegt ist dabei ganz egal, wichtig
ist nur, dass sie nicht den Nullpunkt enthilt.

Verallgemeinern ldsst sich das Problem in folgenden Definitionen und Sétzen.

21.1 Definitionen und Satze
21.1.1 Definition

Sei V ein n + 1 dimensionaler Vektorraum.

Der zugehorige projektive Raum ist
P(V) := {L | L ist Untervektorraum von V mit dim(L) = 1}.

Somit ist P(V') die Menge aller Geraden durch den Nullpunkt und die Di-
mension von P(V) ist n.

21.1.2 Definitionen und Schreibweisen

Sei V.= K™ ein n + 1 dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K.
Der projektive Raum wird vereinfacht bezeichnet mit

PY(K) = P(K"™).
So wird P(R?) zum Beispiel mit P?(R) bezeichnet.
Die Punkte L € P(V) der projektiven Ebene werden geschrieben als
L = [z] = [x1: .. 12 Tpy1]
21.1.3 Bemerkung
In der projektiven Ebene
P*"(R) = {[&1:...:&+1] | nicht alle & 41 =0}

sei H die durch &,41 = 0 gegebene unendlich ferne Gerade.

Dann sind z; := §;/&,41 fur ¢ = 1,..,n die affinen Kooridnaten fiir den zu
P™"(R) gehorigen affine Raum.
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21.1.4 Beispiel

Sei P%(R) die projektive Standardebene mit & = 0 als unendlich ferne Ge-
rade und seien a,b € R und r > 0.

Dann gehort
Q = {[6o: & : &) € PXR) | (b0 — aka)® + (&1 — bE2)® = r?3}
zu dem affinen Kreis
{(z,y) eR? [ (z —a)® + (y = b)* = r?},

da gerade x = §y/& und y = & /& gilt.

21.1.5 Definition

Sei P(V) ein n dimensionaler projektiver Raum zum Vektorraum V und sei
W C V ein d + 1 dimensionaler Untervektorraum von V.

X = {LeP(V)|LCW ist eindimensionaler Untervektorraum von W}

ist der d dimensionale projektive Teilraum X von P(V').

21.1.6 Beispiel

Die projektive Gerade P(R) ist ein eindimensionaler projektiver Teilraum
von P"(R) mit n > 2 gegeben durch einen zweidimensionalen Untervektor-
raum von R"*1.

21.1.7 Satz 1

Seien A, B € P(V) zwei Punkte in einem projektiven Raum und es gelte
A +# B.

Dann gibt eine eindeutig bestimmte Gerade g mit A, B € g.

Beweis
Sei V' ein K-Vektorraum und seien
A=[z] = K-z und B =1y = K-y

die beiden Punkte in P(V'). Dann sind also ,y € V und da A # B gilt, sind
2 und y linear unabhéngig. Sei nun

W =K -z+ K-y,

dann ist W gerade ein zweidimensionaler Untervektorraum von V und somit
bildet g = P(W) die gesuchte eindeutig bestimmt projektive Gerade in P(V').
O
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21.1.8 Satz 2

Sei X C P(V) ein projektiver Teilraum, seien A, B € X mit A # B und sei
g die Gerade, die A und B enthilt.

Dann gilt

Beweis
Sei V' wieder ein K-Vektorraum und seien
A=z] =Kz ud B =1y =K-y

die beiden Punkte in X = P(W). Dann ist nach Definition eines projektiven
Teilraums W ein Untervektorraum von V und es sind z,y € W. Es gilt dann

auch
K-z+K.-y C W.

U =
Dies zeigt, dass ¢ =P(U) C P(W) = X gilt. O

21.1.9 Definition
Seien P(W;) und P(W3) projektive Teilrdume von P(V').

Dann bezeichnet
P(Wy) v P(Wa)

den kleinsten projektiven Teilraum, der Wi und Wy enthalt.

21.1.10 Satz 3
Seien P(W7) und P(Ws) projektive Teilrdume von P(V').

Dann ist der Durchschnitt P(W;) N P(Ws) wieder ein projektiver Teilraum
von P(V') und es gilt

P(W1) NP(W2) = P(W1 N Wa).

21.1.11 Satz 4
Seien P(W7) und P(W3) projektive Teilrdume von P(V).
Dann gilt
P(Wh) VP(We) = P(Wy + Wa).

21.1.12 Satz b
Seien X; und X5 projektive Teilrdume von P(V'). Gilt

dim(X;) +dim(Xg) > dim(P(V)),
dann ist X; vV Xo # {0}.
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Beweis

Sei X1 = P(W;) und sei X9 = P(W3). Dann gilt
dim(X;) = dim(W;) -1 und dim(Xs3) = dim(Ws) — 1.
Weiter gilt die Dimensionsformel
dim(W), N W) = dim(W;) + dim(Ws) — dim(W; 4+ Wa)

sowie

dim(Wy +Ws) < dim(V) = n+ 1.

Zusammen folgt nun

dim(Wy NnWs) > (dim(X;) 4+ 1) 4 (dim(X2) + 1) — dim(V)
> (dim(P(V))+2)—(n+1)
= n+2)—(n+1) = L
Somit ist P(W; N Ws) = X7 V X5 nicht leer. O

21.1.13 Beispiel

Seien g und H zwei projektive Teilriume von P"(R), dabei g eine Gerade
und H ein Hyperebene, also dim(H) = n — 1. Weiter gelte g ¢ H.

Zeige, dass sich dann g und H in genau einem Punkt schneiden.

Losung

Sei g = P(W;) und sei H = P(W3). Da ¢ nicht in H enthalten ist, folgt
Wi+ Wy=V.

Nach der Dimensionsformel gilt nun
dim(WyNnWs) = dim(Wp) + dim(Ws) — dim(W; + Wa)

= 24n—(n+1)
=1

Das heifit, W7 und W5 schneiden sich in einer Geraden. Demnach ist g N H
ein Punkt.

21.1.14 Satz 6

Seien Py, .., P, € P(V).

Dann gilt
dim(P,V...VP) < r—1.
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Beweis

Es sei V ein K-Vektorraum und es seien
P, = K- fuir i=1,..,7.

Dann gilt offenbar

IN
<

dim (ZT:K . xl>
i=1

dm(p<zK>> <

was gerade die Behauptung zeigt. O

und somit folgt

21.1.15 Definition

Py, .., P. € P(V) heilen unabhdngig, wenn
dim(PLV...VP) = r—1

gilt. Andernfalls heiflen die Punkte Py, .., P, abhdngig.

21.2 Das Dualitatsprinzip

21.2.1 Dualitatsprinzip

Jeder fiir ein n dimensionalen projektiven Raum allgemein geltende Satz
geht iiber in einen zugehohrigen neuen allgemeinen Satz.

Dabei entsprechen r dimensionale projektive Teilrdume n —r dimensionalen
projektiven Teilrdumen, also speziell entsprechen Punkten Hyperebenen so-
wie Durchschnitte geeigneten Verbindungsraumen. Inklusionsrelationen keh-
ren sich dabei um.

21.2.2 Satz von Desargues
Seien a, b, ¢ Geraden durch einen Punkt P in einem projektiven Raum P(V).
Seien A(A, B,C) und A(A’, B',C") zwei Dreiecke mit

A A ca A+ A
B,B' €b B #+# B
C,C' ec C #+ C.
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Dann liegen die Schnittpunkte

(AvB) n (A'vB)
(AvC) n (AvC)
(BvC) n (B'v(C)

alle auf einer Geraden g.

Abbildung 7

Durch das Dualitatsprinzip gilt nun auch folgender Satz:

21.2.3 Satz 1

Seien A, B, C drei paarweise verschiedene Punkte auf einer Geraden G in
einer projektiven Ebene P(V).

Seien a,a’,b, V', c, ¢ jeweils paarweise verschiedene Geraden durch A, B, C.
Seien

Al =biNe Ay = baNey

Bi=a1nqg By = asNeo

Ch =a1nNb Cy = asNby
die Schnittpunkte der jeweiligen Geraden.

Dann gehen die Verbindungsgeraden

a = A1V Ay
b = B1V By
c = C1Vv(Cy

alle durch einen Punkt P.
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21.2.4 Satz von Pappos

Seien g, ¢’ zwei verschiedene Geraden in einer projektiven Ebene P(V).
Seien A,B,C € gund A", B',C' € ¢'.

Dann liegen die Schnittpunkte

(AvB) n (A'VB)
(AvC) n (Av0)
(BvC) n (B'v(O)

alle auf einer Geraden.

Abbildung 8

21.2.5 Satz von Brianchon
Seien P, P' zwei verschiedene Punkte in einer projektiven Ebene P(V').

Seien a, b, c paarweise verschiedene Punkte durch P und seien o, b, ¢’ paar-
weise verschiedene Punkte durch P’.

Dann gehen die Verbindungsgeraden

(anbd) Vv (a'Nb)
(and) Vv (dnNec)
bnd) v (¥ne)

alle durch einen Punkt.

21.3 Projektive Abbildungen
21.3.1 Definition

Seien V, W zwei n + 1 dimensionale Vektorrdume mit den zugehorigen pro-
jektiven Réumen P(V) und P(W).
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Eine bijektive Abbildung
o :P(V) —P(W)

heifit eine Projektivitdt oder eine projektive Abbildung, wenn es einen
Isomorphismus

p:V-W
gibt, so dass fiir alle z € P(V) gilt:

Bemerkung

@ ist durch eine gegebene projektive Abbildung ¢ nicht eindeutig bestimmt,
denn es gilt fiir ¢

A@)(x) = o(2).

21.3.2 Satz 1
Seien V, W zwei n + 1 dimensionale Vektorriume.

Weiter seien P, .., P12 € P(V) so gegeben, dass je n + 1 Punkte P(V)
aufspannen und es seien Q1,..,Qnr2 € P(W) so gegeben, dass je n + 1
Punkte P(IW) aufspannen.

Dann gibt es genau eine projektive Abbildung ¢ : P(V') — P(W) mit

o(P) = Q; fir 4 = 1,..,n+ 1.

21.3.3 Satz 2

Produkte projektiver Abbildungen und die inverse Abbildung einer projek-
tiven Abbildung sind wieder projektive Abbildungen.

Dies folgt aus den entsprechenden Aussagen iiber lineare Abbildungen zwi-
schen Vektorrdumen.

21.3.4 Satz 3

Sei ¢ : P(V) — P(W) eine Abbildung zwischen zwei projektiven Réumen
und sei X C P(V) ein projektiver Teilraum mit der Dimension d.

Dann ist auch ¢(X) C P(W) ein projektiver Teilraum mit der Dimension d.
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Beweis

Durch die Abbildung ¢ : P(V)) — P(WW) wird auch ein Isomorphismus
p: V=W

gegeben. Weiter sei P(U) = X, dann ist U ein d + 1 dimensionaler Unter-
vektorraum von V. Somit ist dann auch

Y = ¢U) c W

ein d + 1 dimensionaler Untervektorraum von W. Dann ist P(Y) = ¢(X)
ein projektiver Teilraum der Dimension d. O

21.3.5 Definition
Sei ¢ : P(V) — P(W) eine Abbildung zwischen zwei projektiven Rédumen.

Bildet eine Gerade g durch Py, P, € P(V) auf eine Gerade ¢(g) durch ¢(P;)
und ¢(Ps) ab, so heifit ¢ eine Kollineation.

Jede projektive Abbildung ist also eine Kollineation, eine Kollineation ist
aber "noch nicht ganz” eine projektive Abbildung.

21.3.6 Definition

Sei K ein beliebiger Korper und sei P!(K) = P(K?) eine projektive Gerade.
Seien a, b, ¢,d € P'(K) paarweise verschieden, dann heifit

c—a , d—a

D(a,b,c,d) = c—b/d—b

€ KU{oo}
das Doppelverhiltnis beziiglich a, b, c und d.

21.3.7 Definition und Satz

Seien X,Y zwei projektive Geraden und sei ¢ : X — Y eine projektive
Abbildung.

Seien x1,x2,x3,x4 € X paarweise verschieden, yi1,¥yo,ys,ys € Y paarweise
verschieden und @(x;) = y; firi =1, ..,4.
Dann gilt

D(x1,22,73,24) = D(y1,Y2,Y3, Ya)-

Das Doppelverhéltnis ist also eine so genannte Imvariante, es bleibt un-
verandert gegeniiber einer projektiven Abbildung.
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21.3.8 Bemerkung

Das Doppelverhiltnis kann auch auf projektive Rdume mit einer hoheren
Dimension iibertragen werden.

D(H,, H2, Hs, Hy) ist dann das Doppelverhéltnis von vier Hyperebenen, die
alle einen gemeinsamen Schnittpunkt haben.

21.4 Zentralprojektion

21.4.1 Definition und Satz

Sei V' ein n 4 1 dimensionaler Vektorraum mit dem zugehorigen projekti-
ven Raum P(V'), seien P(W;) und P(W3) zwei m dimensionale projektive
Teilrdume von P(V') und sei X C P(V) ebenfalls ein projektiver Teilraum.
Es gelte:

(1) XNPWy) = XNP(W) = 0
(2) XVP(W;) = X VP(W,) = P(V)
Dann besteht fiir alle P € P(W7)
(X VP) N P(Wsy)

aus genau einem Punkt P’

Die Zuordnung
o : P(Wq) — P(W3) mit o(P) = P

heilt Zentralprojektion mit Zentrum X.

P(W;1)

Abbildung 9

21.4.2 Satz 1

Eine Zentralprojektion ist eine projektive Abbildung.
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21.5 Hauptsatz
21.5.1 Definition

Sei K ein beliebiger Koérper, sei 0 : K — K ein Automorphismus und seien
V, W zwei Vektorrdume {iber dem Korper K.

Eine Abbildung f : V' — W heifit o-linear, wenn gilt:
(1) fla+0b)= f(a)+ f(b) fiirallea,beV.
(2) f(ha)=0(N)f(a) firaleaeV, \e K.

21.5.2 Hauptsatz der projektiven Geometrie

Sei K ein beliebiger Korper, seien V, W zwei Vektorrdume iiber dem Korper
K mit einer Dimension > 3 und seien P(V) und P(W) die zugehérigen
mindestens zweidimensionalen projektiven Rdume.

Teil 1

Jeder o-lineare Isomorphismus ¢ : V' — W zu einem Automorphismus o :
K — K definiert eine bijektive Kollineation ¢ : P(V) — P(W), indem
definiert wird:

o(x) = @(x) fir alle =z € P(V).
Teil 2

Zu jeder bijektiven Kollineation ¢ : P(V) — P(W) gibt es einen Automor-
phismus ¢ : K — K und einen o-linearen Isomorphismus ¢ : V. — W
mit

o(r) = ¢(x) fiir alle x € P(V).
21.5.3 Satz 1

Fiir die Korper K = Q und K = R der rationalen und reellen Zahlen ist die
Identitdt der einzige Automorphismus.
21.5.4 Satz 2

Fiir den Kérper K = C der komplexen Zahlen ist neben der Identitét auch
noch die komplexe Konjugation ein Automorphismus.

21.5.5 Satz 3

Seien V, W zwei reelle Vektorrdume mit einer Dimension grofler als 2 und
sei ¢ : P(V) — P(W) eine Kollineation.

Dann ist ¢ eine projektive Abbildung.
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21.6 Aufgaben
21.6.1 Aufgabe 1

In der projektiven Ebene

P2(R) = {[& : &1 : &) | nicht alle &, &, &5 = 0}

sei H die durch & = 0 gegebene unendlich ferne Gerade.

Dann sind = = §y/& und y = & /& Kooridnaten fiir die zugehorige affine
Ebene E.

Sei ¢ € R und sei L C P?(R) eine Gerade mit der affinen Gleichung x+y = c.

Berechne die Schnittmenge von L und H.

Losung
Die Gerade L wird gegeben durch die affine Gleichung = 4+ y = ¢. Demnach
gilt
r+y =c & §H/Lt6/H = c
0
gt = &ec

Gesucht wird der Durchschnitt von L und H, also alle Punkte aus L, fiir die
& = 0 gilt:

So+& = &c = LH+&a =0 o &H= -4
Somit ergibt sich die Schnittmenge LN H = {[1: —1:0]}.

21.6.2 Aufgabe 2

In der projektiven Ebene

P*(R) = {[&: & : &) | nicht alle &1, &, &5 = 0}

sei H die durch & = 0 gegebene unendlich ferne Gerade.

Dabei sind also x = £y/& und y = & /& Kooridnaten fiir die zugehorige
affine Ebene F.

Seien

Q1 = {[fo:&:&]€PPR) | & —& =6}
Q2 = {[6:& &) e PPR) | &&= &)

(1) Bestimme die zu @)1 gehorige affine Kurve in E und bestimme @1 N H.

(2) Bestimme die zu )2 gehorige affine Kurve in £ und bestimme Q2 N H.
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Losung Teil 1
Es gilt
r==E8/&% & =158
y=%&/&% & & =yb
= -8 =8 & (@) -wL)? = ¢
& G-y = &
& 2% - y2 =1

Die gesuchte affine Kurve in F ist also eine Hyperbel und wird gegeben
durch z2 — ¢ = 1.

Es ist weiter der Durchschnitt von Q1 und H zu bestimmen, also alle Punkte
aus @1, fir die & = 0 gilt:

-8 =6 = £-§=0 & & =¢

Es ergibt sich somit die Schnittmenge Q1 N H = {[1:1:0], [-1:1:0]}.

Losung Teil 2
Es gilt
r=%§ /& & & =26
y==%4/L & & =yb
= L& =& & (2H) ) = &
& Gy = &
&S xy =1

Die gesuchte affine Kurve in FE ist also eine Hyperbel und wird gegeben
durch zy = 1.

Es ist weiter der Durchschnitt von Q)2 und H zu bestimmen, also alle Punkte
aus @9, fir die & = 0 gilt:

&é =& = && =0

Es ergibt sich somit die Schnittmenge Q2N H = {[0:1:0], [1:0:0]}.

21.6.3 Aufgabe 3

In der projektiven Ebene

P2(R) = {[& : & : &) | nicht alle &, &, & = 0}
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Sei H die durch & = 0 gegebene unendlich ferne Gerade.

Dabei sind dann = = & /& und y = &2/&y Kooridnaten fiir die zugehérige
affine Ebene F.

Seien

Q1 = {[:&:&]ePR)| & —& =63}
Q: = {[é:&:&]€PPR) | L& =&}

(1) Bestimme die zu )1 gehorige affine Kurve in £ und bestimme Q1 N H.

(2) Bestimme die zu Q)2 gehorige affine Kurve in E und bestimme Q2 N H.

Losung Teil 1
Es gilt
r=§/% & &=
y=8&/5 & &=y
= -8 =8 & §- (@) = ()’
& & -2’ = v’E
& 1—z% =42

e 24y =1

Die gesuchte affine Kurve in E wird also gegeben durch den Einheitskreis
2, .2
e +y =1

Es ist weiter der Durchschnitt von )1 und H zu bestimmen, also alle Punkte
aus @Q1, fir die & = 0 gilt:

-8 =6 = -§ =26

Es ergibt sich somit die Schnittmenge Q1 N H = {0}.

Losung Teil 2
Es gilt
r=&§/% & & =12
y=E8/5% & &L=y
= &b = & & &leb) = (¥6)?
& Gr = y’&
s z =y

Die gesuchte affine Kurve in FE ist also eine Parabel und wird gegeben durch
2
T =y°.
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Es ist weiter der Durchschnitt von Q2 und H zu bestimmen, also alle Punkte
aus @Qq, fir die & = 0 gilt:

fé = & = 0-&6 = &
Es ergibt sich somit die Schnittmenge Q2 N H = {[0:1:0]}.

21.6.4 Aufgabe 4

Seien P?(R) und P?(C) die reellen bzw. komplexen projektiven Standarde-
benen und sei H die durch & = 0 gegebene unendlich ferne Gerade.

Seien a,b € R, sei ¢ > 0 und seien
Qr = {[6o:&1:&] € PP(R) | (g0 —a&e)® + (&1 — b&2)” = 1263},

Qc = {[6o: &1 :&] €PX(C) | (& — a&a)® + (&1 — bE2)* = r?&3 Y.
Es gilt also

r=%§/& & =126
y=6&/& & &=yl
(Co—a&2)® + (&1 —b&)* = 1’ & (v —a&)® + (y&2 — b&)? = r%&
& (z—a)’+@y-b? = r?

Demnach ist
K ={(z,y) €R*| (z —a)* + (y = b)* =%}
der affine Kreis zu Qg um (a,b) € R? mit dem Radius 7.

Berechne Q¢ N H.

Losung

Gesucht wird der Durchschnitt von Q¢ und H, also alle Punkte aus Qc¢, fiir
die & = 0 gilt:

(fo—a&)’+ (G —be)’ =r’ = g+ =0 & &§ = -&
In der komplexen projektiven Standardebene folgt also

QenH = {[1:i:0], [-1:4:0]}.

21.6.5 Aufgabe 5

Berechne alle Fixpunkte der projektiven Abbildung ¢ : P?(R) — P?(R), die
gegeben ist durch die Matrix

1 0 -2
A=| —-12 7 -12
-8 4 =5
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Losung

Gesucht sind also alle Punkte [z7 : z3 : 23] € P?(R), fiir die

o[z z2:x3]) = [21: 22 1 23]

gilt. Da alle Punkte einer Geraden R(z1,z2,23) C R? zu demselben Punkt
[x1 : 5 : 23] in der projektiven Ebene gehoren, sind also alle (21, 29, x3) € R3
gesucht, fir die

A'(IL‘l,ZL‘Q,l‘g) = )\'(1‘1,1‘2,1‘3) AeR

gilt — also genau alle Eigenvektoren der Matrix A.
Berechnung der Eigenwerte:
1-A 0 -2
det(A— \E) = -12 7-Xx -12
-8 4 —5—-A
= (I-=XNT=XN)(=5—=X)+96+48(1 — ) —16(7 — )
= A -3\ -A+3
= 0
= A\ =1, )\2:*1, A3 =3

Berechnung der Eigenvektoren:

x1 I
A i) = )\1 T2
T3 T3
1 0 -2 X1 T
—-12 7 -12 . X9 = i)
-8 4 -5 T3 T3
1/2 1
Somit ergibt sich z), = 1 und es folgt analog x), = 3 und
0 1
-1
Trg = 0
1

Alle gesuchten Fixpunkte sind also

[1:2:0], [1:3:1], [-1:0:1] € P*(R).
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21.6.6 Aufgabe 6

Berechne alle Fixpunkte der projektiven Abbildung ¢ : P3(R) — P3(R), die
gegeben ist durch die Matrix

7 -9 0 9
6 -8 3 13
A= 0 0 -4 -6
0 0 3 5

Losung

Gesucht sind also wie in der Aufgabe zuvor alle Punkte [z1 : z2 : x3: 4] €
P3(R), fiir die

o([z1 w2t a3 24]) = [21 0221 231 24

gilt. Da alle Punkte einer Geraden R(z1,z2,23,74) C R* zu demselben
Punkt [x1 : z9 : x3 : 24] in dem projektiven Raum gehoren, sind also al-
le (z1, 20,73, 24) € R* gesucht, fiir die

A'($1,$2,$3,.’IJ4) = )\'($1,I’2,$3,.’E4) AeR

gilt — also genau alle Eigenvektoren der Matrix A.

Berechnung der Eigenwerte (siehe 11.3.2 auf Seite 85):
det(A—AE) =0
= )\1:—1, )\2:1, )\3:—2, A =2

Berechnung der Eigenvektoren:

xr1 X1
Al = A T
I3 T3
T4 T4
7 -9 0 9 i) —2.’E1
6 -8 3 13 | [ = B —25
0 0 —4 —6 X3 o *21}3
0 0 3 5 Ty —2.%'4
Es ergibt sich somit
I 0
. . xI9 . 1
AT T3 - —2

Ty 1
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und es folgt analog

3/2
1
0
0

THhy =

8
>
&
I
O O =

8
>
I
|
|
—_

Alle gesuchten Fixpunkte sind also

[0:1:-2:1], [3:2:0:0], [1:1:0:0], [0:1:—1:1] € P3(R).

21.6.7 Aufgabe 7

Zeige, dass jede projektive Abbildung ¢ : P?(R) — P?(R) mindestens einen
Fixpunkt hat.

Losung

Alle Fixpunkte von ¢ : P?(R) — P?(R) werden durch die Eigenvektoren der
zu @ gehorigen 3 x 3 Matrix gegeben.

Da das charakteristische Polynom von einer 3 x 3 Matrix vom Grad 3 ist,
gibt es mindestens einen reellen Eigenwert und somit mindestens einen Ei-
genvektor.

Das heifit also, dass ¢ einen, zwei oder drei Fixpunkte haben muss.



22  Tensoralgebra

22.1 Das Tensorprodukt

22.1.1 Einleitung

Seien V und W zwei Vektorrdume iiber einem Koérper K.

Das Tensorprodukt ist die allgemeinste bilineare Produktbildung zwischen
Vektoren aus V und W und wird mit V' ® W bezeichnet.

Aufgrund der geforderten Bilinearitdt des Tensorproduktes muss also fiir
alle v,v1,v2 € V, wy,wi,we € W und Ay, Ag, p1, o € K

(Mvr+ X)) @w = A(vy @w) 4+ A2(v2 ®w)  und
VR (pwr + pews) = (v @ wy) + pa(v @ we)
gelten.

Sei nun {ey,..,e,} eine Basis von V', sei {fi,.., fm} eine Basis von W und
seien

:)::Z)\ieiev und Z/:ZMjijW
i=1 j=1

beliebig.
Dann gilt wegen der Bilineartitét
n m n m
e (Zm) O\ 2mfi | = 2D hmilei® fy).
i=1 j=1 i=1 j=1

Die Vektoren u;; = (e; ® f;) mit ¢ =1,..,n und j = 1,..,m bilden also eine
Basis von V @ W.

Nach dieser Konstruktion hidngt das Tensorproduktes von Vektoren nicht
von den urspriinglich gewéhlten Basen {ey1,..,e,} und {fi,.., fm} ab.

22.1.2 Herleitung

Um nicht auf die Basen der Vektorrdume V und W angewiesen zu sein,
definiert man das Tensorprodukt etwas abstrakter:

200
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Sei
AbbO(V x W, K) = {f: VxW — K | f(v,w) = 0 fiir fast alle (v, w)},

dabei heifit fast alle fiir alle bis auf endlich viele.

AbbO(V x W, K) bildet mit der iiblichen Addition und skalaren Multipli-
kation einen Vektorraum iiber dem Korper K.

f(uw):VXW — K
;o 0 fiir (v, w) # (v,w)
(W, wl) = { 1 fiir (v,w') =
ist demnach eine Basis von Abb(9(V x W, K).
Es sollen nun die Abbildungen f, . jeweils das Tensorprodukt v ® w re-
présentieren. Da aber offensichtlich nicht wie gefordert z.B.
A f(v,w) = f()\v,w)

gilt, wird diese Gleichheit durch einen geeigneten Quotientenvektorraum
erzwungen.

Sei X der Untervektorraum von Abb(®(V x W, K) der durch die Vektorren
erzeugt wird, fiir die gelten:

f(v1+vg,w) = f(v1 W) + f(vz,w)v

f(v,w1+w2) = f(v,wl) + f(v,wg)a
f()\v,w) = Af(v,w) oder
f(v,uw) = /Lf(v,w)'

Es ergibt sich nun folgende Definition des Tensorproduktes:

22.1.3 Definition

Seien V, W zwei Vektorrdume iiber einem Korper K.

Das Tensorprodukt V' ® W wird gegeben durch den Quotientenvektorraum
Abb(V x W, K) / X.

Dabei ist X der oben beschriebene Untervektorraum.

Die Abbildung

R:VxW — VW

(v,w) — VW

ist demnach wie gefordert bilinear.
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22.1.4 Satz 1

Sei R ein kommutativer Ring und seien M und N zwei R Moduln.

Dann lasst sich die Konstruktion des Tensorproduktes von Vektorrdumen
wortlich auf R Moduln iibertragen, d.h. auf

M ®pr N.

22.1.5 Beispiel
Es gilt

7.)27 @7 7./3Z = 0.
22.2 Definitionen und Satze
22.2.1 Satz 1

Seien V, W zwei Vektorrdume iiber einem Korper K| sei {ey, .., e, } eine Basis
von V und sei {f1,.., fm} eine Basis von W.

Dann ist {e; ® f;} 1<i<n eine Basis von V @ W.
1<5<m

22.2.2 Satz 2
Seien V, W zwei Vektorrdume iiber einem Korper K.

Dann ist die Abbildung

p: VoW — WV

VW = wWwRU
eine Isomorphismus.
22.2.3 Satz 3

Seien V, W zwei Vektorrdume iiber einem Korper K.

Dann ist die Abbildung

Y :V@Homg(V,W) — W
(v®p) — @)

linear.



Kap.22  Tensoralgebra 203

22.2.4 Satz 4

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Kérper K und sei V* der Dualraum von
V.

Dann ist die Abbildung

Yv: VeV - K
(v@e) — ¢)

linear.

22.2.5 Definition
Seien V1, .., V,. Vektorrdume iiber einem Korper K.

Das r fache Tensorprodukt Vi ® ... ® V,. wird induktiv definiert durch
Vi®...oVe = (1®...0V,.1)® V..

Bemerkung

Natiirlich kann man die Klammern bei der Definition des r fachen Tensor-
produktes auch anders setzten — es sind jedoch alle Moglichkeiten isomorph
zueinander.

22.3 Tensoralgebren

Durch das Tensorprodukt von Vektorrdumen kénnen nun verschiedene Ten-
soralgebren definiert werden.

22.3.1 Definition

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K und sei n > 0.

Dann gelten folgende Bezeichnungen:

Vel = K
vel = v
Ve = VeV

Ve .— V...V nmal
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22.3.2 Definition und Satz
Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K.

Dann bildet

(V) = Ve = (KeVeoV®@?e..)
n>0

die Tensoralgebra des Vektorraums V.

22.3.3 Satz 1

Sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K mit dim(V) = 1.

Dann ist 7'(V') isomorph zu dem Polynomring K[z], es gibt eine lineare und
bijektive Abbildung
0 :T(V) — K|[z].

22.3.4 Definition und Satz

Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K, sei

T(V) = pver

n>0
die Tensoralgebra iiber V' und es ist
I ={z@y—y®z|z,yecV}

ein Ideal in T'(V).

Dann bildet
S(V) = 1(\V)/I

die symmetrische Tensoralgebra des Vektorraums V.

S(V) ist eine kommutative Algebra iiber dem Kérper K.

22.3.5 Definition und Satz

Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K, sei

T(V) = PHver

n>0

die Tensoralgebra iiber V und es ist
I ={zz|zeV}

ein Ideal in T'(V).
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Dann bildet
AV) = T(V)/1

die Grafimannalgebra oder duflere Algebra des Vektorraums V.

Fiir das Produkte zweier Vektoren x,y € V in der Graimannalgebra schreibt
man auch x A y.

Es gilt
dimg A(V) = 2™
22.3.6 Definition und Satz

Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und seien x,y € V.

Dann gilt
zANy+yAhz = 0.

Die GraBmannalgebra ist also antikommutativ.

Beweis
In der Grafimannalgebra gilt
0= @+yArl@t+y) = @rz)+@Ay)+Az)+ YA Y)

O+ (xAy)+(yAz)+0
= (zAy)+ (yAx).

22.3.7 Satz 2

Sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K mit einer Basis {ey, .., e, } und
seien 1, ..,x, € V mit
n
Tr; — E aijej.
j=1

Dann gilt

TIN...N\NTy = det(aij)lgmgn . (61 VANV en).
—_——

eK



23 Beweise

23.1 Vektorraume und Dimension

23.1.1 Satz iiber die Summe von Untervektorraumen
Seien W1 und Wy zwei Untervektorrdume von V.

Dann gibt es einen kleinsten Untervektorraum W von V, der Wi und Ws
enthalt.

Beweis

Sei zunéchst V ein Vektorraum iiber einem Koérper K und sei
W = {weV |esgibt w € Wi, wy € Wy mit w = w; + wa}.

Nach dieser Definition gilt offenbar Wi € W und Wy C W. Es muss also
nur gezeigt werden, dass W auch wirklich ein Untervektorraum von V ist.
Dazu werden die drei Axiome gepriift:

(1) Da0e Wi und 0 € Wy ist auch 0+ 0 =01in W.

(2) Seien wi,w] € Wi und wa, w € Wh beliebig. Dann sind = = wy + ws
und y = w) + wh in W. Es gilt

4y = (w; +wr) + (W) +wh) = (w1 +wy) + (wa +wh).

Da (w1 +w)) € Wi und (we+wj) € Wh gilt, ist somit fiir alle z,y € W
auch x +y € W.

(3) Seiw; € Wi, sei wy € Wy und sei A € K. Dann ist x = w; +wy € W
und es gilt
Ar = Mwy +wz) = Awy + Aws.

Da Aw; € Wy und Awse € Wh gilt, ist auch Az € W. O

206
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23.1.2 Eindeutigkeit der Linearkombination

Sei V' ein Vektorraum und sei {z1, .., z, } ein System von linear unabhéngigen
Vektoren aus V.

Dann ist die Darstellung
,
xr = Z )\ixi
i=1
eines Vektors x € V' eindeutig bestimmt.

Beweis

Seien
s

T = i)\isni und T = mei
i=1

i=1

zwei Darstellungen von x € V. Dann gilt

T s
E Aity = E Hii
i=1 i=1
s

0 = > (\—mzi

i=1
Da {x1,..,z,} aber gerade linear unabhingig ist, folgt demnach
Ai—u; =0 fir alle ¢ =1,..,7.

Somit gilt auch A\; = p; fiir alle ¢ = 1,..,r und dies zeigt gerade, dass die
Darstellung von z eindeutig ist. O

23.1.3 Dimensionsformel fiir Vektorraume
Sei V ein Vektorraum und seien W7, Wy C V Untervektorraume von V.

Dann gilt

dim(Wl) + dim(Wg) = dim(W1 N WQ) + dim(W1 + Wg).

Beweis

Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum und wéihle eine Basis B =
{b1,..,b,} von V. Dann gibt es auch eine Teilmenge By C B, die eine Basis
von W7 ist, sowie eine Teilmenge Bs C B, die eine Basis von W5 ist.

Es soll nun zunéchst gezeigt werden, dass B; N Bs eine Basis von W1 NWs ist.
Auch B1N By C B besteht als Teilmenge einer Basis aus linear unabhéngigen
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Vektoren, daher ist nur zu zeigen, dass W1 N Wy von B1 N By erzeugt wird.
Sei dazu x € Wi N Wa. Dann gilt x € Wy, daher gibt es Ay, .., A, mit

x = Mb1+ ...+ by mit A; = 0 fiir alle 4 mit b; & Bj.
Analog gilt x € Wy und man erhélt pq, .., u,, mit
T = by + ...+ pnby mit p; = 0 fiir alle 4 mit b; & Bo.

Weil aber die Vektoren {by,..,b,} linear unabhéngig sind, folgt A\; = p; fir
alle ¢ = 1,..n und demnach gilt auch

Ai = u; =0 fiir alle ¢ mit b; ¢ By N Bs.

Dies zeigt genau, dass W1 N Wy von B; N By erzeugt wird, dass also By N Bo
eine Basis von W71 N Wy ist.

Weiter soll nun gezeigt werden, dass By U Bs eine Basis von W; + W5 ist.
Auch B1UBy C B besteht als Teilmenge einer Basis aus linear unabhéngigen
Vektoren. Da nun W; von By und W3 von By erzeugt werden, wird auch
gerade W7 + Wy von By U Bs erzeugt. Somit ist By U By eine Basis von
Wi + Ws.

Es gilt nun:
dim(Wl) = |Bll, dim(Wl N WQ) = ’Bl N BQ|,
dim(Wz) = ’B2’7 dim(W1 + WQ) = ’Bl U BQ|.

Demnach folgt
‘BlﬂBQ|+|BlUBg| = |BlﬂBQ|+|Bl\BZ|+|BZ| = ‘Bl|+‘BZ|>

was gerade die Dimensionsformel zeigt. O

23.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

23.2.1 Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen
Sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung.
Dann gilt

dim(V) = dim(ker(p)) + dim(Im(yp)).
Beweis

Es wird wieder angenommen, dass die beiden Vektorrdume V und W endlich
dimensional sind.
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Sei nun {b1,..,b,} eine Basis von ker(¢) und wihle vy,..,u5s € V so, dass
{¢(v1),..,0(vs)} eine Basis von Im(y) ist. Es soll nun gezeigt werden, dass

B = {b17 0y b’l”avh 0y US}

eine Basis von V ist. Dazu muss B gerade ein System aus linear unabhéngi-
gen Vektoren sein, die auch noch V' erzeugen.

Zur linearen Unabhéngigkeit: Sei
0 = Mbr+ ...+ XNbp + v + -0+ s

mit Ay, .., Ap, 1, .., s € K. Dann folgt aufgrund der Linearitéit von ¢ gerade

0 = ¢(0)
= )\1g0(b1) +...+ /\rSO(br) + ,ulgo(vl) + ...+ ,usgo(vs)
= pmp(v) + ...+ psp(vs),

da by, .., b, € ker(y). Es gilt somit
p1 = ... = ps = 0,

da {¢(v1),..,(vs)} linear unabhingig sind. Es gilt auch
M =...=\ =0,

da {b1, .., b, } linear unabhéngig sind. Dies zeigt, dass B ein System aus linear
unabhéngigen Vektoren ist.

Zum Erzeugendensystem: Sei v € V beliebig. Dann gibt es u1, .., us € K mit
p(v) = pe(vr) +... 4 psp(vs),

da ja gerade {¢(v1), .., o(vs)} eine Basis von Im(¢p) ist. Aufgrund der Linea-
ritét von ¢ folgt nun

(v — vy — ... — psvs) = 0,
also ist (v — pv1 — ... — psvs) € ker(yp). Es gilt also
V— U101 — ... — fsUs = Atb1+ ...+ A\pbp

mit A1,.., A\, € K, da {b1,..,b,} eine Basis von ker(y). Somit erhilt man
durch
v o= Abi+ ...+ Nebp A+ v+ s

eine Linearkombination von v mit Vektoren aus B. O
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23.3 Determinanten

23.3.1 Rechenregeln fiir Endomorphismen

Seien ¢, : V — V zwei Endomorphismen. Dann gilt:

(1) det(pow) = det(p) - det(t).

(2) det(id) = 1.

(3) ¢:V — V ist genau dann ein Isomorphismus, wenn det(y) # 0 gilt.
(4) Existiert ¢!, dann gilt det(p ™) = det(p)!

Beweis Teil 1
Sei {e1, .., e, } eine Basis von V.
Dann gilt nach Definition 10.4.2
det(@ o) - fler,men) = F((@o)(er), (90 E)(en))
fleW(er)), ... p(d(en)))

det(yp) - f(zp(e1), .., ¥(en))
= det(p) - det(¢) - f(e1, .., en).

Somit folgt die Behauptung. a

Beweis Teil 2
Sei {eq, .., ey} eine Standardbasis von V.
Dann gilt nach Definition 10.4.2
det(id) - f(e1,..,en) = f(id(e1),..,id(en)) = f(e1,..,en).
Da gerade f(eq,..,e,) =1 gilt, folgt sofort die Behauptung. O

Beweis Teil 3

Sei zunéchst ¢ ein Isomorphismus. Dann gibt es auch eine Umkehrfunktion

»~1 von ¢ und es folgt

det(y) - det(p™!) = det(pop™t) = det(id) = 1.
Somit gilt det(y) # 0.

Sei nun det(p) # 0. Dann gibt es ein ¢ = det(¢) mit det(y) - ¢ =1 und es
folgt

det(pov) = det(p)-det(vp) = det(p)-¢c = 1 = det(id).

Demnach gilt nun (p o) = id und somit ist ¢ eine Umkehrfunktion von ¢.
Dies zeigt, dass ¢ ein Isomorphismus ist. O
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Beweis Teil 4
Es gilt nun
det(id) = det(pop™) = det(p)-det(p™) = 1.

Somit folgt die Behauptung. O

23.3.2 Rechenregeln fiir Matrizen
Seien A, B € M(n, K) und A € K. Dann gilt:

(1) det(A) = det(A?)

(2) det(A-B) = det(A) - det(B)

(3) det(AA) = A" det(A)

Beweis Teil 1

Sei A= (Oéij)lgi,jgn und sei Al = (a;j)lgi,jgn-
Zunichst einmal gilt:

(1) aﬂ'(i)’i = Oéjﬂ.fl(j) mit j = 7T<Z)

(2) sgn(m) = sgn(n~!) fiir alle 7 € S,,.

Mit diesen Erkenntnissen und nach der Leibnitz-Formel folgt nun

TESK

= Z Sgn(ﬂ-) Q)1 - Cr(n)n
TESh

= Z sgn(ﬂ) . Oélﬂ.—l(l) et Oénﬂ.—l(n)
TESy

= Z sgn(r~ 1) - Qp—1(1) "+« " Qpr—1(n)
TES

= Z sgn(r~1) - Qup=1(1) "+« " Opr—1(n)
n—1leS,

= Z Sgn(ﬂ-) “r(1) - Qng(n)
TESh

= det(A).
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Beweis Teil 2

Sei ¢ die zu A und sei ¢ die zu B beziiglich der Standardbasis {ei, .., e}
gehorige lineare Abbildung.

Dann gilt nach Definition und nach Beweis 23.3.1 gerade

det(A-B) = det(por) = det(p)-det(vp) = det(A) - det(B).

O
Beweis Teil 3
Seien a; sind die j-ten Spalten von A.
Dann gilt
det(AA) = f(Aa1,..,Aan) = AN'f(a1,..,a,) = A"det(A).
O

23.4 Eigenwerte und Eigenvektoren

23.4.1 Satz 1

Sei V' ein n dimensionaler Vektorraum und sei ¢ : V. — V eine lineare
Abbildung mit n verschiedenen Eigenwerten Aq, .., A,.

Dann gibt es eine Basis von V, die nur aus den Eigenvektoren zu A1, .., A\,
besteht, so dass gerade gilt:

A0 0
M((p, {)‘17"7)‘71}) = 0o . 0
0O 0 X

n

Beweis

Da es zu jedem Eigenwert auch ein Eigenvektor gibt, findet man fiir alle
i = 1,..,n gerade n Vektoren e; € V, die alle ungleich 0 sind, und fiir die

p(e;) = Aie; gilt.
Es soll nun gezeigt werden, dass {ey, .., e, } eine Basis von V' ist. Dazu muss
die lineare Unabhéngigkeit gepriift werden.

Angenommen {ey,..,e,} ist linear abhingig, dann wihle eine Teilmenge
{e1,..,e,} so von {ey,..,e,}, dass r minimal ist und dass

e+ ...+ pre, =0
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mit pq, .., b 7 0 gilt. Dann folgt

(P(:U’lel +.o+ Nrer) = /“90(61) +.F IUTSO(eT)
= piAier + ...+ e, = 0.

Es gilt aber auch durch Multiplikation mit A\q
piArer + poA + ...+ pp e, = 0,
somit erhélt man durch Substraktion gerade

(,u,g)\g — ,U,Q)\l)eg 4+ ...+ (Mr)\r — ,u,T)\l)eT = 0.

Da r nun aber minimal gew#hlt wurde, muss fiir diese Relation gerade
,u,g()\g —/\1) = ... = ur()\r—)\l) =0

gelten. Da die n Eigenwektoren Aq,.., A, aber paarweise verschieden sind,
folgt
po = ... = pr = 0.

Nun folgt p1e; = 0 und da ey # 0 ist, muss 1 = 0 gelten. Dies ist aber ein
Widerspruch und somit kann {ej, .., e, } nicht linear abhéngig sein. O

23.5 Gruppen und Ringe

23.5.1 Untergruppen der ganzen Zahlen

Alle Untergruppen von (Z,+) sind von der Form nZ = {kn | k € Z} mit
n € N.

Beweis

Sei H eine nicht triviale Untergruppe von Z.

Sei nun n € H mit n # 0 und mit |n| minimal. Weiter sei h € H beliebig.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit seien n und h grofler als 0. Durch
Division mit Rest erh&lt man nun

h=%k-n+r

mit 7,k € NU{0} und mit 0 < r < n. Da h und n Elemente aus H sind, ist
auch r € H. Wegen der Minimalitdt von n folgt somit r = 0. Demnach ist
h =k -n, also ist auch H = nZ. O
23.5.2 Satz iiber zwei Nebenklassen

Zwei Linksnebenklassen g1 H und g2 H sind entweder gleich oder disjunkt.
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Beweis

Angenommen es gilt g1H N goH # (), dann gibt es h; und ein hy in H
mit g1hy = goho. Es folgt dann aber auch ¢ = gghghl_l = QQ(thl_l).
Fiir ein beliebiges h € H gilt dann aber auch gih = gz(hghl_lh). Da h
beliebig gewihlt wurde, folgt somit goH C g1 H. Analog erhélt man nun
auch g1 H C goH und somit gilt g1 H = go H, falls diese beiden Mengen nicht
disjunkt sind. O
23.5.3 Satz von Lagrange

Sei G eine endliche Gruppe und sei H C G eine Untergruppe von G.

Dann ist |H| ein Teiler von |G|.

Beweis
Es miissen dazu auch die vorherigen Sitze bewiesen werden.
Sei gH eine Linksnebenklasse von H in GG. Dann ist die Abbildung
f:H—gH mit f(h) = gh
offenbar surjektiv und auch injektiv, denn es gilt:
gh = g = g¢glgh =g 'gf = h ="

Somit ist f bijektiv und es folgt |H| = |gH|. Insbesondere sind also alle
disjunkten Linksnebenklassen gleich machtig.

Sei nun G/H die Menge aller Nebenklassen von H in G. Dann gilt wegen
der disjunkten Zerlegung gerade

G = U gH.
G/H

Da alle Linksnebenklassen gH aber gleich méchtig sind und die Ordnung
von H besitzen, folgt
G| = |G/H]|-|H].

Somit ist |H| auch ein Teiler von |G]. O

23.5.4 Primideale und maximale lIdeale

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement 1. Dann gilt:
(1) P ist Primideal < R/P ist ein Integritétsring.

(2) M ist maximales Ideal < R/M ist ein Korper.

(3) Jedes maximale Ideal ist auch ein Primideal.
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Beweis Teil 1

In diesem Beweis wird gezeigt, dass wenn P kein Primideal ist auch R/ P kein
Integritétsring sein kann und umgekehrt. Durch diese beiden Feststellungen
ist P also genau dann ein Primideal wenn R/P ein Integrititsring ist.

Angenommen P ist kein Primideal, dann gibt es a,b € R mit a,b € P aber
a-be P.In diesem Falle gilt dann aber in R/P

a-b=(a+P)-(b+P) = a-b+P = 0.

Also ist R/P kein Integritéitsring.

Sei nun umgekehrt R/P kein Integrititsring, dann gibt es @ = (a + P) und
b= (b+ P)in R/P mit a,b # 0 aber @-b = 0. Nun gilt a - b € P, wobei
a,b & P, demnach ist P kein Primideal. O

Beweis Teil 2

R/M ist auf jeden Fall ein kommutativer Ring mit 1, es muss daher zu
jedem Element 7 =7+ M € R/M mit T # 0 ein inverses Element 5 € R/M
gefunden werden.

Sei nun M ein maximales Ideal und sei 7 =7+ M € R/M mit 7 # 0. Dann
ist r € M und da M maximal ist, gilt

R-r+M = R,

also gibt es eine Darstellung s-r+m = 1 mit s € R und m € M. Dann gilt
aber auch

75 =@+M)-(s+M) =r-s+M =1+M = 1.

Dies zeigt, dass es zu jedem 7T ein inverses Element s gibt.

Sei nun umgekehrt R/M ein Korper und sei 7 ¢ M beliebig. Dann gibt es
uT = (r+ M) € R/M ein inverses Element s = (s + M) € R/M. Somit
gilt wieder

7 s =@+M)-(s+M) =r-s+M =1+M = 1.

Dies zeigt aber, dass R - r + M das Einselement 1 enthilt und somit alle
FElemente aus R. Es ist also jedes Ideal der Form R-r+ M mit r ¢ M bereits
der ganze Ring R, daher muss M ein maximales Ideal sein. O

Beweis Teil 3

Da jeder Korper auch ein Integrititsring ist, folgt die Behauptung unmit-
telbar aus Teil 1 und Teil 2. O
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23.6 Bilinearformen

23.6.1 Dimensionsformel fiir Bilinearformen

Sei (V,b) endlich dimensional und nicht ausgeartet und sei W ein Untervek-
torraum von V.

Dann gilt
dim(Wt) = dim(V) — dim(W).

Beweis

Sei {ey, .., e, } eine Basis von W, die zu einer Basis {ey, .., e, } von V ergénzt
wird. Sei weiter {f7, .., f},} die zu {ey, .., e, } gehorige duale Basis des V*, es
gilt dann also

N R

Nach Satz 19.2.19 ist
p: V-V

ein Isomorphismus, somit gibt es auch eine Basis {fi, .., fn} von V, so dass
o(fi) = f! fir i=1,..,n
gilt. Dann ist aber gerade
B = (Biyji<ij<n = En  mit B = bles, fj)
die n x n Einheitsmatrix. Es folgt nun
Wt =K -fi+...+K-f,
und es ergibt sich

dim(Wt) = n—r = dim(V) — dim(W).

23.6.2 Satz iiber hyperbolische Ebenen
Sei (V,b) eine hyperbolische Ebene.
Dann gibt es e, f € V mit

ble,e) = b(f,f) = 0 und ble,f) = b(f,e) = 1.



Kap.23  Beweise 217

Beweis

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K, sei b(e, e) = 0 und sei
V=K-e+K-f

Da (V,b) nach Definition einer hyperbolischen Ebene nicht ausgeartet ist,
folgt 3
ble,f) = ¢ # 0.

Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei ¢ = 1, dazu muss ggf. f mit einem
Skalaren aus K multipliziert werden.

Sei nun

f=Xe+f
Dann gilt
b(f,e) = ble,f) = ble,Ae) +ble, f) = Nb(e,e) +ble, f) = 1.
Nun soll A € K so gewiihlt werden, dass auch b(f, f) = 0 gilt:
b(f, f) = 2Xb(e, f) +b(F, f).
Setzt nun A = —1b(f, f). Dann gilt auch
be,e) = b(f,f) =0,

was die Behauptung zeigt. O
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