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Einfliihrung in die Analysis



1 Bezeichnungen

1.1 Mathematische Schreibweisen

1.1.1 Schreibweisen

= heifit ”daraus folgt”
x = y heifit "aus z folgt y”
& heifit ”genau dann wenn’
x: y  heiflit "z fiir das gilt y”

)

1.1.2 Quantoren

YV heif3t "fiir alle”
3 heiflt ”es existiert ein” oder "es gibt ein”
3! heifit "es existiert genau ein”

1.1.3 Einschrankung

Sei f: A — B eine beliebige Abbildung und sei M eine Teilmenge von A.
fln = f+M—B

ist die auf M eingeschrinkte Funktion f.

1.1.4 Beispiele

YVned: n<l1 heifit ”fiir alle n Element von A gilt n kleiner 17.
Ve>0dNeN heifit "fiir alle ¢ grofler 0 gibt es ein N aus N”.



2 Beweistechniken

Jeder Beweis sollte in drei Teile gegliedert werden:

(1) Voraussetzung Was ist gegeben?

(2) Behauptung Was wird behauptet?

(3) Beweis Aus den Voraussetzungen wird die Behauptung gezeigt.

Der eigentliche Beweis kann dabei gut strukturiert werden, indem man auch
hier weitere Unterteilungen vornimmt:

zu zeigen (1), zu zeigen (2), zu zeigen (3), ...

Im gesamten Beweis sollten weder zu viele noch zu wenig Kommentare und
Erlduterungen vorkommen.

2.1 Direkter Beweis

Durch das Ausnutzen bekannter Definitionen und Sitze kann die Behaup-
tung sofort gezeigt werden:

Voraussetzung Seien a,b € R mit a,b > 0.
Behauptung Es gilt “TH’ > Vab.
Beweis Esist (a —b)?2 >0 ...

2.2 Indirekter Beweis

Bei dem indirekten Beweis oder auch Beweis durch Widerspruch wird eine
Annahme gemacht, die dem exakten Gegenteil der Behauptung entspricht.
Danach wird gezeigt, dass die Annahme stets falsch ist. Daraus folgt, dass
das Gegenteil der Annahme gelten muss, was wiederum der Behauptung
entspricht:
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Voraussetzung: Seien a,b € R mit a,b > 0 und a # b.
Behauptung: Es gilt %*b > vab.
Beweis: Angenommen es gilt aTH’ < Vab.

Dann folgt, dass (a — b)? < 0 gilt, was ein Wider-
spruch zur Voraussetzung ist. Somit ist die Annahme
falsch und es muss die Behauptung gelten.

2.3 Volistandige Induktion

Ausfiihrliche Beschreibung siehe Seite 11.

2.4 Aquivalente Aussagen und Gleichheit
(1) Eine Behauptung der Art
Aussage A < Aussage B
wird bewiesen, indem man
A = B und A < B

zeigt.

(2) Eine Behauptung der Art
Menge A = Menge B
wird bewiesen, indem man

A C B und A D B

zeigt.

2.5 Widerlegen

Widerlegen heif3t ein explizites Gegenbeispiel zu finden.



3 \Volistandige Induktion

3.1 Die ldee

Die Idee der vollsténdigen Induktion ist die Giiltigkeit von Aussagen (in der
Regel Gleichungen oder Ungleichungen) mit einer Unbekannten n fiir jeden
Wert dieser Unbekannten zu beweisen.

Beispiel einer Gleichung: 1+24+34+...+n = w
Beispiel einer Ungleichung: n < 271

Bei der Unbekannten handelt es sich um eine natiirliche Zahl, also n € N.

3.2 Das Prinzip

Der Beweis gliedert sich in drei Teile:

3.2.1 Induktionsvoraussetzung (I1V)

Hier wird angenommen, dass die Aussage fiir ein beliebiges n € N gelte.

3.2.2 Induktionsanfang (IA)

Hier wird das kleinste n € N gesucht, fiir das eine wahre Aussage entsteht
und dies wird auch gezeigt.

3.2.3 Induktionsschritt (IS)

Hier wird zunéchst noch einmal die Behauptung aufgeschrieben, nur wird
jedes n durch (n + 1) ersetzt. Es entsteht eine neue Behauptung, dessen
Giiltigkeit nun zu zeigen ist. Es folgt der eigentliche Beweis, dabei wird auf
die Induktionsvoraussetzung zuriickgegriffen.

Im Induktionsanfang wurde die Giiltigkeit fiir das kleinst mogliche n gezeigt,
in der Induktionsvoraussetzung sollte die Behauptung fiir ein beliebiges n
gelten. Nun wird gezeigt, dass die Aussage auch fiir den Nachfolger von n
gilt und somit fiir alle n, die grofler sind als das kleinste n aus dem Induk-
tionsanfang.

11
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3.3 Erklarendes Beispiel

3.3.1 Behauptung
Fiir alle n € N gilt

1
di=1424...4n = (n; )
=1
3.3.2 Beweis
Beweis durch Vollsténdige Induktion:
Induktionsvoraussetzung
Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges n € N:
1
142+4...+n = n(n;)
Induktionsanfang
Die Behauptung gilt fiir n = 1:
1 .
1 - (1—1—1):12:1
2 2
Induktionsschritt
Von n auf (n + 1) schlieflen:
— n(ntl)
1+2+...4+n = =5
1+2+...4n+(n+1) ‘ auf (IV) zuriickgreifen

= % +(n+1) ‘ auf Hauptnenner bringen

= w ’ n + 1) ausklammern

_ (n+D)(n+2)

- 2

(41 ((n+1)+1)

2

Die Induktionsannahme gilt somit fiir alle n € N. O
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3.4 Aufgaben
3.4.1 Aufgabe 1

Priife, fiir welche n € N
143454+...+2n—1 = n’
gilt.
Losung
(IV) Es gelte fiir ein n € N

14+34+5+...+(2n—1) = n’

(1A) Es gilt
1 =1 = 1.
(1S) Es gilt
w)y o
1+3+5+...+C2n—1)+2(n+1)—-1) = n"+2n+1

= (n+1)>2
Die Aussage gilt somit also fiir alle n € N.

3.4.2 Aufgabe 2

Priife, fiir welche n € N

¢ = mit q#1

gilt.

LGsung

(IV) Es gelte fiir ein n € N

(1A) Es gilt

13
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(1S) Es gilt

n—1
Zqz + qn
=0

1771 nli
q +Q( q)
1—gq 1—¢q
1_qn qn_qn+1
1—g¢q 1—g¢q
1_qn+qn_qn+1
1-g¢q

1_qn+1

1—-g¢q

Die Aussage gilt somit fiir alle n € N.

3.4.3 Aufgabe 3

Priife, fiir welche n € N

gilt.

Losung

(IV) Es gelte fiir ein n € N

(1A) Es gilt

(1S) Es gilt

n < 2n 1

(n+1) < n+n

=2n = 2.2"71 = 2"

Die Aussage gilt somit fiir alle n € N.

3.4.4 Aufgabe 4

Priife, fiir welche n € N

gilt.

5" +6" < 7"

14
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Losung

(1V) Es gelte fiir ein n € N
5" 46" < T

(1A) Es gilt
524+ 6% = 341 < 343 = 75

Fiir n < 3 entsteht keine wahre Aussage.
(1S) Es gilt

Die Aussage gilt somit fiir alle n > 4.

3.4.5 Aufgabe 5

Priife, fiir welche n € N

on—l < pl
gilt.
Losung
(IV) Es gelte fiir ein n € N
on—l < 1,
(1A) Es gilt
2l =1 <1 = 1.
(1S) Es gilt

1v)
" = 2.2 < 2.onl < (n4l)-nl = (n+1).
Die Aussage gilt somit fiir alle n € N.

3.4.6 Aufgabe 6
Priife, fiir welche n € N

1 N 1 P 1 _on
1-3 3.5 7 2n—-1)2n+1)  2n+1

gilt.
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Losung

(1V) Es gelte fiir ein n € N

1 1 n
13 35 T @ DEnt) el
(1A) Es gilt
1
13 3 2+1
(1S) Es gilt
1 1 1
T3 T e D) T et ) —DRmE D+ 1)
(1V) n 1
N 2n+1+(2n—|—1)(2n+3)
- n 1
N 2n+1+(2n+1)(2n+3)
B n(2n + 3) 1
 (2n+1)(2n+3)  (2n+1)(2n+3)
B n(2n+3)+1
 (2n+1)(2n+3)
2n% 4+ 3n + 1

(2n+1)(2n + 3)
(n+1)(2n+1)
(2n+1)(2n + 3)
n+1

2n+3

Die Aussage gilt somit fiir alle n € N.

3.4.7 Aufgabe 7

Priife, fiir welche n € N

n! < n”
gilt.
Losung
(IV) Es gelte fiir ein n € N
nl < n"
(1A) Es gilt
'=1<1=1
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(1S) Es gilt
Iv)
m+1)! = nl-(n+1) < n"-(n+1)
< AN (A1) = (n+ )T
Die Aussage gilt somit fiir alle n € N.
3.4.8 Aufgabe 8
Priife, fiir welche n € N

ZiQ = %n(n +1)(2n+1)

gilt.

Losung

(IV) Es gelte fiir ein n € N

- 1
Y it = g+ 1)@2n+1).
i=1

(1A) Es gilt
‘", 1 1
2 =1=26=_-2:3
: 6
i=1
(1S) Es gilt
n+1 n
doi2o= 24+ (n+1)?
=1 =1
) 1
g én(n +1)2n+1)+ (n®> +2n+1)
1
= 3 (n(n+1)(2n + 1) + 6(n® + 2n + 1))
1
= 6(2n3+n2+2n2+n+6n2+12n+6)
1
= 6(n+1)(n+2)(2n+3).

Die Aussage gilt somit fiir alle n € N.

17
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3.4.9 Aufgabe 9

Priife, fiir welche n € N

n

[Ta-a) 2 1-> a
k=0

k=0

gilt.

Losung

(1V) Es gelte fiir ein n € N

18

mit  ar >0

[Te-ay = 1-> a

k=0 k=0
(1A) Es gilt
1
H(l—ak) = (1—-ap)(1—a1) = 1—a3 —ap+ agay
k=0
1
> l—aj—ay = 1—(ap+ay) = 172%.
k=0
(1S) Es gilt

k=0 k=0

1v)

n+1 n
[Ja-a) = (H(l — ag)

) (1 - an+1)

> <1 - zn:ak> (1= any1)
k=0

= 1—-ap41 — Zak + <(Z ak)(an-i-l))
k=0

k=0

n n
= 1= Zak —py1+ (Z ar)(ant1)
k=0 0

v

k=

n
1-— Z ar — Ap+1
k=0

n
= 1- (Z ay + an+1>
k=0

n+1

= 1-— Zak.
k=0

Die Aussage gilt somit fiir alle n € N.
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3.4.10 Aufgabe 10

Priife, fiir welche n € N
133 ein Teiler von 1171 4 12271
ist.

L6sung
(IV) Es gelte fiir ein n € N, dass
133 ein Teiler von 11711 4 1221
ist.
(1A) Es gilt
11 419271 = 121 4+12 = 133.
(1S) Es gilt
11(n+1)+1 + 122(71"(‘1)-1 _ 11n+2 + 122n+1
11- 117 4192 12201
11-117 4+ (133 4 11) - 12271
11117 41112271 133 . 12271

= 11- (11" 1227ty 41331220
teilt 133 (IV) teilt 133

Die Aussage gilt somit fiir alle n € N.

3.4.11 Aufgabe 11
Sei f(x) = et mit a,b € R.

Priife, fiir welche n € N
f(n) (IL‘) - a". eaac—f—b

gilt.

L6sung

(IV) Es gelte fiir ein n € N

(1A) Es gilt
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(1S) Es gilt

!/ !/
f(n+1)(x) _ (f(n) (x)> (I;/) (an . eaerb) — gl pamtb,
Die Aussage gilt somit fiir alle n € N.

3.4.12 Aufgabe 12
Sei

Priife, fiir welche n € N

gilt.

Losung

(IV) Es gelte fiir einn € N

(1A) Es gilt

(1S) Es gilt

ntl _ ogqnoy W) g (1 =1 1 =1
A = AhA =2 (1 1 -1 1

Die Aussage gilt somit fiir alle n € N.



4 Mengenlehre und Abbildungen

4.1 Grundlegende Definitionen

4.1.1 Definition

Fine Menge ist eine Zusammenfassung von Dingen, den Elementen, zu
einem Ganzen.

4.1.2 Definition
Seien A, B zwei Mengen.

A C B heif}t, dass A eine Teilmenge von B ist. Es gilt also fiir alle a € A
auch a € B.

Die leere Menge ist die Menge, die gar keine Elemente enthélt.

Schreibweise: M = .

Beispiel
Es gilt fiir eine beliebige Menge M:
(1) Vc M

(2) McM

4.1.3 Definition
Seien A, B zwei Mengen.

A N B heifit der Durchschnitt von A und B und ist die Menge, die alle
Elemente enthéilt, die in A und B enthalten sind.

A U B heifit die Vereinigung von A und B und ist die Menge, die alle
Elemente enthilt, die in A oder B enthalten sind.

A\ B ist die Differenzmenge von A und B und ist die Menge, die alle
Elemente enthilt, die in A, aber nicht in B enthalten sind.

21
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4.1.4 DeMorgansche Regel

Seien M, A, B beliebige Mengen.

Dann gilt
M\(AUB) = (M\A) N (M\B) und
M\(ANnB) = (M\A) U (M\B).

4.1.5 Definition

Seien A, B zwei Mengen.

A und B heiflen disjunkt, wenn
ANB =0
gilt.

4.1.6 Definition

Sei I eine beliebige Indexmenge und seien A; mit ¢ € I beliebige Mengen.

Dann gilt
UAi = {z|Jiel: ze€ A} und
el
A = {x|Viel: ze A}
el

4.1.7 Definition
Sei M eine beliebige Menge.

P(M) := {N | N ist Teilmenge von M }

ist die Menge aller Teilmengen von M und heifit Potenzmenge von M.

4.2 Geordnete Mengen

4.2.1 Definition
Sei M eine beliebige Menge.

M heifit (total) geordnet, wenn eine Relation < auf M definiert ist, so
dass fiir alle a,b,c € M gilt:

(1) a<a

(2) ausa <bund b <q folgt a =10
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(3) ausa<bund b <cfolgt a <c

(4) fir alle a,b e M gilt a <boder b<a

4.2.2 Satz1

Teilmengen geordneter Mengen sind wieder geordnete Mengen.

4.2.3 Definition

Sei M eine geordnete Menge und sei B C M eine Teilmenge.
B heifit oben beschrinkt < 3ce MVzeB: z<ec.

B heifit unten beschrinkt < 3ce MVze B: z>c.

¢ heif3t dann obere bzw. untere Schranke von B.

4.2.4 Definition

Sei M eine geordnete Menge und sei B C M eine Teilmenge.

¢ € M heifit Supremum von B :& ¢ ist die kleinste obere Schranke von B.
¢ € M heifit Infimum von B :& cist die grofite untere Schranke von B.
Schreibweise: ¢ = sup{B} bzw. ¢ = inf{B}.

4.2.5 Satz 2
Sei M eine geordnete Menge und sei B C M eine nicht leere Teilmenge.
B hat ein Supremum < B ist nach oben beschriankt.

B hat ein Infimum < B ist nach unten beschrankt.

4.2.6 Definition
Sei M eine geordnete Menge und sei B C M eine nicht leere Teilmenge.
¢ heifit Mazximum von B :& cist das Supremum von B und ¢ € B.

¢ hei3t Minimum von B :& ¢ ist das Infimum von B und ¢ € B.

4.2.7 Bemerkung

Existiert ein Supremum, Infimum, Maximum oder Minimum einer Menge,
so ist dieses eindeutig bestimmt.
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4.3 Abbildungen

4.3.1 Definitionen

Seien A, B zwei Mengen.
AxB = {(a,b) |ac A, be B}

heifit das kartesische Produkt von A und B.
f C A x B sei eine Vorschrift, die jedem a € A ein b € B zuordnet.

f:tA — B
a — fla)=»>
oder
A L B

heifit eine Abbildung von A nach B, wenn gilt:
(1) fiir alle a € A gibt es ein b € B so dass gilt: (a,b) € f
(2) aus (a,b),(a,c) € f folgt b=c

A heifit dabei der Definitionsbereich von f und B heifit der Zielbereich
oder Wertevorrat.

Ist B =R oder B = C, so heifit f eine Funktion.

4.3.2 Definition
Sei f: A — B eine Abbildung.

Die Menge
Im(f) = {f(a) | a € A}

bezeichnet das Bild von f und ist eine Teilmenge von B.

Die Menge
f7Y(B) = {a€ A| f(a) € B}

bezeichnet das Urbild von f und ist eine Teilmenge von A.

4.3.3 Rechenregeln fiir Urbilder
Sei f: A — B eine Abbildung und seien Dy, Dy C B zwei Teilmengen.
Dann gilt:

(1) /') =0
(2) f'(B)=4
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(3) fH(DiNDy) = f~H(D1)N fH(D2)

(8) fTH(D1UDy) = f~H(D1)U f (Do)

(5) fHDi\ D2) = f~H(D1)\ fH(D2)

Diese Rechenregeln gelten nur fiir Urbilder und nicht fiir Bilder von Abbil-
dungen.

Beweisskizze

Man nehme zum Beispiel ein a € A mit a € f~'(D1 N D3) und zeige, dass
dann auch a € f~1(Dy) N f~1(Dy) gilt. Andersherum nehme man ein a € A
mit a € f~1(Dy) N f~1(D2) und zeige, das dann a € f~(Dy N Dy) folgt.
4.3.4 Definition

Sei f: A — B eine Abbildung.

f heiBt injektiv, wenn fiir alle a,b € A mit f(a) = f(b) folgt a = b.

f heiBt surjektiv, wenn es zu jedem b € B ein a € A gibt mit f(a) = b.

f heiflt bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

.\ . . . . .
injektiv, aber surjektiv, aber bijektiv, also
nicht surjektiv nicht injektiv injektiv und surjektiv

Abbildung 1

4.3.5 Beispiele
(1) f:R — Rmit f(z) =23 ist bijektiv.
(2) f:R— Rmit f(z) = 2? ist weder injektiv noch surjektiv.

(3) f:R —[0,00[ mit f(x) = 2? ist surjektiv, aber nicht injektiv.



Kap.4  Mengenlehre und Abbildungen 26

4.3.6 Satz und Definition
Sei f: A — B eine Abbildung.

Ist f bijektiv, so existiert eine eindeutig bestimmt Abbildung g : B — A
mit

fla) =b & gb) = a
Dabei heifit g die Umkehrung oder Umkehrabbildung von f.

4.3.7 Definition
Seien f: A — B und g : B — C zwei Abbildungen.

S/ g

A—B —C

\_/'
gof

Abbildung 2

Dann heif3t
(go f)la) = g(f(a))

die Verkniipfung oder Komposition von f auf g.

4.3.8 Definition
Die Abbildung f: A — A mit a — a heifit die Identitdt auf der Menge A.

Schreibweise: id 4.

43,9 Satz 1

Seien A, B zwei nicht leere Mengen und sei f : A — B eine Abbildung.
f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung g : B — A gibt mit

idg = gof:A— A
f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung g : B — A gibt mit
idg = fog: B— B.

Beweisskizze

Man definiere sich die Abbildungen g gerade so, dass die geforderten Eigen-
schaften zutreffen.
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4.4 Aquivalenzrelationen

4.4.1 Definition
Sei M eine beliebige nicht leere Menge.

Eine Relation R C M x M auf M ist eine A quivalenzrelation ~, wenn
gilt:

(1) fir alle a € M gilt (a,a) € R

(2) fir alle (a,b) € R folgt (b,a) € R

(3) fiir alle (a,b) € R und fiir alle (b,c) € R folgt (a,c) € R
Fiir (a,b) € R schreibt man auch a ~ b oder aRb.

Die Mengen
a/~ = {beM|a~b} C M

heifen A quivalenzklassen.

4,42 Satz1

Jede Aquivalenzrelation auf einer Menge M ergibt eine Zerlegung von M in
disjunkte Aquivalenzklassen.

4.4.3 Beispiel
Sei M = Z die Menge der ganzen Zahlen. Dann definiert

a~b < aund b haben den selben Rest bei Division durch 5

eine Aquivalenzrelation.

4.5 Maichtigkeit

4.5.1 Definition

Zwei Mengen A, B heiflen gleich mdchtig oder haben gleiche Kardina-
litdt, wenn es eine bijektive Abbildung f : A — B gibt.

# bezeichnet dabei die Méchtigkeit der Mengen.

45.2 Satz1

Es gilt
4N = #Z = #(NxN) = #Q.

Zwischen je zwei dieser Zahlenmengen gibt es also eine bijektive Abbildung.
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Beweisskizze

Zwischen N und 7Z gibt es zum Beispiel eine bijektive Abbildung, die durch

1 2 3 4 5 ... 2n 2n+1
rt 117 !
o1 -1 2 =2 ... n -n

gegeben wird. Zwischen N und N x N erhélt man eine bijektive Abbildung,
indem man N x N in einem Rechteck aufschreibt:

(1,1) (1,2) (1,3)
(2,1) (2,2) (2,3)
(3,1) (3,2) (3,3)

Eine Abbildungsvorschrift ist dann zum Beispiel

flnom) = n+ (n+m—1)2(n+m—2)'

Bei der Menge Q geht man dhnlich vor.

4.5.3 Satz von Schrdder-Bernstein

Seien A, B zwei Mengen und es gebe zwei injektive Abbildungen
f:A—B und g: B — A

Dann sind A und B gleich méchtig.

Beweisskizze

Es muss eine bijektive Abbildung zwischen A und B gefunden werden.

Sei dazu P(A) die Potenzmenge von A. Es wird folgende Abbildung definiert:
T:P(A) — P(A)

C — A\g(B\ f(C))

Es gilt dann fiir alle C, D € P(A) mit C C D auch T(C) C T(D). Sei nun
M = {CePA)|CCTC)}

und sei N die Vereinigung aller Mengen aus M. Es ergibt sich dann T'(N) =

T(T(N)) und durch T(N) C N folgt N = T(N).

Die Abbildung f bildet nun N C A bijektiv auf f(/N) ab und die Abbildung
g bildet B\ f(N) C B bijektiv auf g(B\ f(N)) = A\ N ab. Zusammen
erhilt man eine bijektive Abbildung von A nach B.
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4.5.4 Definition
FEine Menge M heifit abzdhlbar, wenn M gleich méchtig zu N ist.

4,55 Satz 2
R ist nicht abzahlbar.

4.5.6 Definition

a € C heifit algebraisch, wenn es ein Polynom f mit Kooeffizienten aus Z
gibt, die nicht alle 0 sind, und fiir das f(a) = 0 gilt.

4.5.7 Definition

Alle
x € R\ {algebraische Zahlen}

abziahlbar
nicht abzahlbar

heilen transzendente Zahlen.

Beispiel

7 und e sind transzendente Zahlen.



5 Natiirliche bis komplexe Zahlen

Bei der Einfithrung der Zahlenmengen wird die Menge R der reellen Zahlen
als intuitive Zahlenmenge vorausgesetzt. Alle anderen Zahlenmenge ergeben
eine Teilmenge oder einer Erweiterung von R.

5.1 Natiirliche Zahlen

Abbildung 3

5.1.1 Nat-Menge
Charakterisierung der natiirlichen Zahlen N durch Eigenschaften:
(1) 1eN

(2) mitneNistauchn+1eN

5.1.2 Satz 1

Fiir alle n,m € N gilt:
(1) n>1

(2) n+meN

(3) n-meN

5.1.3 Satz 2

Jede nicht leere Teilmenge M C N hat ein Minimum.

5.1.4 Satz von Archimedes

Zu jeder reellen Zahl x gibt es eine natiirliche Zahl n, so dass x kleiner als
n ist:
VeeRIneN: z<n

30
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5.2 Ganze Zahlen

....................... [ P
0

Abbildung 4
5.2.1 Definition
Die Menge der ganzen Zahlen Z wird definiert durch
Z = —NU{0}UN.

5.2.2 Satz 1

Fiir alle n,m € Z gilt:

(1) neZ

(2) n+meZ

(3) n-meZ

5.2.3 GauBklammer

7 jeder reellen Zahl x gibt es genau eine ganze Zahl m mit
m < z < m+ 1.

[] := m heifit die GauBklammer von x.

5.3 Rationale Zahlen
5.3.1 Definition

Die Menge der rationalen Zahlen Q wird definiert durch
Q = {T ’ m ez, neN}.
n
5.3.2 Satz 1

Zu je zwei reellen Zahlen a,b mit a < b gibt es eine rationale Zahl r mit

a < r < b
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5.4 Reelle Zahlen

0
Abbildung 5

5.4.1 Definitionen

Potenzen

Sei @ € R und sei n € N. Dann gelte

a = a und a1 .

Summen

Seien aq, ..,a, € R und sei n € N. Dann gelte
n
Zai = a1 +...+ay.
i=1

Produkte

Seien aq, ..,a, € R und sei n € N. Dann gelte
Hai = Ay ...- Gy

Fakultat

Sei n € N. Dann gelte

0 =1 und n! = H’L

Binomialkoeffizient

Seien n, k € N. Dann gelte

(1) = mmn

5.4.2 Endliche geometrische Reihe
Zeige, dass fiir eine reelle Zahl ¢ gilt:

qn+1_1

iqi _ T fir g#1
P n+1 fi

fir g=1

32
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Losung

33

Fiir ¢ = 1 ist die Losung leicht einsichtig. Fiir ¢ # 1 gilt aber gerade

n+1

n
ZED D SED WEPA
=0 =1
womit die Behauptung gezeigt wurde.

5.4.3 Rechenregeln fiir Summen

Seien az, .., an, b1, ..,b, € R, seien a;; € R mit 1 <4¢,57 <n und sei A € R.

Dann gilt:
(1) > (ai+bi) =3 ai+ ) b
i=1 i=1 i=1

(2) é(xaa - Aéai

(3) ;Zl (jil az‘j) = ]21 <Z azy) = jil (zil aji)

5.4.4 Dreiecksungleichung (DUG)

In den reellen Zahlen gilt die Dreiecksungleichung;:

Vz,yeR: |v+y| <|z[+ |yl

Beweis
Es gilt zunéicht einmal z < |z| und y < |y|.
Gilt z +y > 0, so folgt
[z +yl = z+y < [z]+ ]yl
Gilt nun =z +y < 0, so folgt

lt+yl = |—(x+y)| = —(z+y) = —z—y < [—z|[+|-y| =

5.4.5 Binomische Formel

Seien a,b € R und sei n € N. Dann gilt

(a+b)" = zn: (Z) akpnk,

k=0

[ +[yl-

O
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Beweis

Siehe 27.1.1 auf Seite 277.

5.4.6 Bernoulli-Ungleichung
Sei h > —1. Dann gilt fiir alle n € N
(1+h)™ > 1+nh.

Beweis

1+h)" = (")h’“l”’“ = 14+nh+_... > l+nh
k=0 >0

5.4.7 Dedekindsches Schnittaxiom

Seien A, B C R zwei Mengen von reellen Zahlen mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(1) A, B sind beide nicht leer.
(2) Esgilt AUB = R.
(3) Firalleac Aund b € B gilt a < b.

Dann gibt es stets ein s € R mit folgenden Eigenschaften:
(1) Ausa e Afolgt a <s.

(2) Aus b e B folgt b > s.
s heifit die Schnittzahl zu A und B.

Durch das Dedekindsche Schnittaxiom lassen sich Sétze beweisen, die sich
auf die reellen Zahlen beziehen.

5.4.8 Satz von Pythagoras

Abbildung 6
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In einem rechtwinkligem Dreieck mit den Seitanléngen a,b und c gilt

a® + v = A2
Beweis

Siehe 27.1.2 auf Seite 278.

5.4.9 Quadratische Gleichungen

Die Losungen einer quadratischen Gleichung der Form 22 4 pz + ¢ = 0 sind

P P\?
= -4 (—7> —q.
x1,2 B 9 q

Beispiel 1
Lose 22 — 6z — 16 = 0.

Es gilt
z12 = 3£+/9—-(-16) = 3£5.
Somit sind 1 = —2 und z9 = 8 die beiden Losungen der gegebenen Glei-
chung.
Beispiel 2

Lose z — 2z +2 =0.

Es gilt
z12 = 1£V1-2 = 1++v-1.

Da aus einer negativen Zahl keine Wurzel gezogen werden kann, hat diese
quadratische Gleichung anscheinend keine reelle Losung. Es liegt daher nahe,
eine Zahlenmenge einzufiithren, die grofler ist als die der reellen Zahlen und
in der auch Wurzeln aus negativen Zahlen enthalten sind: die komplexen
Zahlen.

5.5 Komplexe Zahlen

Jede komplexe Zahl besteht aus einem reellen Realanteil Re und einem
reellen Imagindrteil Im. Der Imaginérteil wird gegeben durch b - ¢, wobei
1 :=+/—1 die tmagindre FEinheit bildet.

Schreibweise:
z = a+bi = (a,b) mit a,beR

Die Menge der komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet.
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A

Im

Komplexe Zahlenebene

Abbildung 7

Um die komplexen Zahlen moglichst einfach einzufithren und um mit ihnen
recht einfach und iibersichtlicht rechnen zu kénnen, wird fiir eine komplexe
Zahl konsequent die Schreibweise (a,b) verwendet. Alle Definitionen, Sitze
und Rechenregeln gelten natiirlich auch fiir die eigentliche Schreibweise a+b:.
Bemerkung
Es gilt

NcZcQcRcC
5.5.1 Definitionen

Seien (a,b) und (¢, d) zwei komplexe Zahlen. Dann gelte:

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) Addition
(a,b) - (¢,d) = (ac—bd,ad+ be) Multiplikation
(a,b) = (a,—b) Konjugation
l(a,0)] = +VaZ+b2 Abstand, Betrag

5.5.2 Bemerkung

Mit obiger Addition und Multiplikation bildet C den Korper der komplexen
Zahlen.

5.56.3 Folgerung

Das Inverse einer komplexen Zahl (a,b) wird gegeben durch

(a,0)"" = (aQ—i-bz’aQ—i-bQ)'
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5.5.4 Rechenregeln

Sei (a, b) eine komplexe Zahl und sei ¢ eine reelle Zahl. Dann gilt:
(1) 2=-1

(2) —(a,0) = (—a,-b)

(3) c¢-(a,b) =(c,0) - (a,b) = (ca,ch)

(4) t=it=—i

(5) (a,b)-(a,—b) =a®+b?

5.5.5 Satz iiber konjugiert komplexe Zahlen

Seien z, w zwei komplexe Zahlen. Dann gilt:

5.5.6 Satz iiber den Betrag komplexer Zahlen

Seien z, w zwei komplexe Zahlen. Dann gilt:
(1) [Re z| <[]

(2) [Im z[ <[z

(3) |z| <|Re z| + |[Im z|

(4) |2l=VzZ

(5) [—z[=1[z=1

(6) |2/=0

(7) [z-w| = z[ - [w]

(8) |z +w| < 2|+ [uw]

(9)

2] ol | < |2 = w
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5.5.7 Definition

Eine Teilmenge A C C heifit beschrdnkt, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass
fiir alle a € A gerade |a| < c gilt.

Abbildung 8

c ist dann eine obere Schranke fir A.

5.6 Aufgaben

5.6.1 Aufgabe 1
Zeige, dass /2 keine rationale Zahl ist.

L6sung

Annahme: v/2 ist rational. Dann gilt
V2 = g mit p,q €N

Das Quadrieren beider Seiten ergibt
2== & 2q° =p°.
q

Demnach ist p? gerade und somit auch p, da das Quadrat einer natiirlichen
Zahl nur dann gerade sein kann, wenn seine Wurzel eine gerade Zahl ist.

Sei nun p = 2m mit m € N. Dann gilt

2

2¢° = (2m)? = 4m = q° = 2m”.

Demnach ist ¢? gerade und somit analog auch gq.

Sei nun ¢ = 2n mit n € N. Dann folgt

\/5:22277”:&
q 2n n’
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Man erkennt, dass sich /2 = g somit unendlich oft kiirzen l&sst.
Da man aber keine rationale Zahl unendlich oft kiirzen kann, ist /2 auch

keine rationale Zahl.

5.6.2 Aufgabe 2

Zeige, dass i‘g nicht rational ist.

Losung

Es gilt

1+v2  14vV214V2 (142
1-vV2 1-vV21+v2  1-2

- —(1+2\/§+2) = —3-2V0.
ZQ
5.6.3 Aufgabe 3

Seien a, b, ¢, d positive reelle Zahlen und sei a/c < b/d.

Zeige, dass dann gilt:

a _ a+b <§
c c+d d
LGsung
Es gilt:
ad < be ad < be
& ad+ac < be+ ac und < ad+bd < be + bd
< a(d+c¢)<ce(b+a) < d(a+b) <b(c+d)
g<a+b o a+b<9
c c+d c+d d

5.6.4 Aufgabe 4
Bringe die komplexe Zahl

i4i2 43 it
i+ 1

auf die Gestalt a + bi mit a,b € R.
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Losung
Es gilt
i+ P+t (0,1) 4 (0,1) 4 (0,1)% + (0, 1)* +(0,1)°
i+1 B (1,1)
B (1,1)

5.6.5 Aufgabe 5
Bringe die komplexe Zahl

(1+14)2
auf die Gestalt a + bi mit a,b € R.

Losung

Es gilt

1—i  (1,-1)  (1,-1) 1
Ar? ~ LI~ (02 “"”'(0">

11y 11
-~ \T2272) T T3t

Finde alle komplexen Zahlen z € C, die die Gleichung

(z—2)° =i

5.6.6 Aufgabe 6

erfiillen.

L6sung
Sei z = a+ bi = (a,b) € C. Dann gilt
(z=2° = ((a,0) = (a,0))> = ((a,b) = (a,=b))°
= (0,2b)® = (0,-8b*) = (0,1).

Somit wird bei der richtigen Wahl von b die Gleichung fiir alle a € R erfiillt:

-8y = 1 = b= —=
—— N~~~ 2
eR eR
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Somit erfiillen alle z = (a, —%) € C mit a € R beliebig die gegebene Glei-
chung.

5.6.7 Aufgabe 7

Finde alle komplexen Zahlen z € C, die die Ungleichung

73
— < 0
—-Z

erfiillen.

Losung
Sei z = a+ bi = (a,b) € C. Dann gilt

£ (a,0)(0,1)  (=b,a)

= T (=ab)  (—ab)

—a —b
= (=ba) <a2 + b2’ g2 +b2>

B 2ab  —a?+ 1% < 0
N a2 +b2 a?2+0b2 '

Da es keine Anordnung in C gibt, muss der Imaginérteil 0 werden:

42 b2
agi—:_bQ:O = b= —a oder b=a

Fiir den Realteil muss nun gelten:

2ab
a? + b2
Fiir den Fall b = a folgt die falsche Aussage

2a2

27&2:1<07

demnach darf b nicht gleich a sein. Der Fall b = —a liefert durch

—2a?
— = -1 <0
2a?

eine wahre Aussage.

Somit wird die Ungleichung von allen z = (a,—a) € C mit a € R\ {0}
erfiillt.



6 Mathematische Methoden

6.1 GauBsches Eliminierungsverfahren

Das Gaufisches Eliminierungsverfahren wird verwendet, um ein lineares Glei-
chungssystem losen zu koénnen. Dabei liegt das lineare Gleichungssystem
meistens in Form einer Matrix vor und es koénnen folgende elementare Um-
formungen vorgenommen werden, ohne das Ergebnis zu verédnden:

(1) Vertauschen von zwei Zeilen der Matrix.
(2) Multiplizieren einer Zeile der Matrix mit einem Faktor A # 0.

(3) Addieren eines Vielfachen einer Zeile der Matrix zu einer Anderen.

6.1.1 Beispiel
Lose folgendes Gleichungssystem:
a + 20 = -1
a — b = 1
3a¢ + 3b = -1
6.1.2 Losung
In Matrixschreibweise ergibt sich nun
1 2 |-1 1 2[-1Y\ (-3) 1 2]-1
1 —-1]1 (=) ~ 0 3|-2 ~ | 0 3|-2
3 3 |-1 3 3|—-1 (—) 0 3|2 (—)
1 2] -1 (-3) 3 6|-3 (—)
~ [o3]=2] (2 ~ [0 6]-4
0 0| 0 0 0| O
3 0|1 (-1/3) 1 0| 1/3
~ 0 6|—4 (-1/6) ~ 0 1|-2/3
0 0| O 0 0 0

Wieder in Gleichungsschreibweise folgt nun

42
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la = 1/3
b = -2/3.
Somit sind a = % und b = —% Losungen fiir alle drei Gleichungen.

6.2 Partialbruchzerlegung (PBZ)

Die Partialbruchzerlegung dient dazu, eine gebrochen rationale Funktion der
Form

fla) = 2O

= —= mit zwei Polynomen p(z), q(x)
q(x) ’
als Summe von Partialbriichen der Form
C1 Cn

flz) = +...+

T —ap T — an

mit c¢i,..,c, € R, ag,..,a, € R

umzuformen. Besonders hilfreich ist diese Methode, um einige Funktionen
leichter integrieren zu kénnen oder um den Grenzwert einer Reihe zu be-
stimmen. Man geht dabei wie folgt vor:

(1) p(z) durch g(x) teilen, falls Grad von p(z) groBer als Grad von ¢(x).
(2) Nenner zerlegen in ¢(z) = (x —ay) - .. - (x — ap).
(3) Partialbriiche mit unbestimmten Koeffizienten aufstellen.

(4) Koeffizientenvergleich vornehmen.

6.2.1 Beispiel
Zerlege folgende Funktion in Partialbriiche:
23+ 222 41
f2) = 503
¢ —4x+3

L6sung

Da der Grad des Zéhler grofler als der Grad des Nenners ist, muss eine
Polynomdivision vorgenommen werden:

2 _ 21z—17
(z? =4z +3) = z+6+ 3200

— (622 — 24z + 18

)
)
(622 — 3z +1)
)
)
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Demnach gilt

fa) 3+ 222 +1 64 21z — 17 64 21z — 17
r) = 5V = T - = T e E—
22 —4x +3 2?2 —4x +3 (x —1)(z - 3)

Die Partialbriiche mit unbestimmten Koeflizienten sind nun

21x — 17 A B

(x—1)(z—3) m—1+33—3'

Durch Koeffizientenvergleich lassen sich nun A und B ausrechnen:

21z — 17 A B
(x —1)(x —3) :$—1+$—3
2lz —17 Az —3) B(x —1)
(x—1)(x-3)  (z—1)(z—-3) (z—1)(z—23)
o 21z —17 A(x —3)+ B(z — 1)
(z—1)(x—3) (x —1)(x—3)
= 2lz—17 = A(x—3)+ B(z —1)

21x — 17 = Ar—3A+ Bx— B
21z — 17 = (A+ B)z — (3A+ B)

T 0

= 21=A4+B und 17=3A4A+ B

= A=-2 und B =23

Es gilt also

6.3 Horner-Schema

Das Horner-Schema ist ein Rechenverfahren, mit dem man fiir ein Polynom
der Form
f(z) = apa" + ...+ a1z + ag

bei gegebener Stelle ¢ sehr einfach Folgendes berechnen kann:
(1) den Funktionswert f(c)

(2) die Division von f(z) durch den Linearfaktor (x — c)
(3) den Funktionswert einer beliebigen Ableitung f()(c)

(4) die Taylorentwicklung (siehe Seite 149) von f an der Stelle ¢
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Es werden dazu die Koeffizienten ay,..,ap in absteigender Reihenfolge no-
tiert. Folgender Algorithmus (am Beispiel eines Polynoms dritten Grades)
wird nun angewendet:

as as a ao
ks:=as ky:= (k‘g . C) +ay k1= (k‘g . C) +a1 ko= (kl . C) + ap

Dieser Algorithmus kann nun mehrmals angewendet werden, dabei ver-
schiebt sich jede neue Zeile um eine Stelle nach links. Somit erhélt man
k! k(”).
[ B RREEIAY)) .

as a ai ag
ks:=a3 ko:=(ks-c)+ay ki:=(ka-¢c)+a1 ko:=(k1-c)+ao
ké::agg k’llz(ké'c)—i-k@ k‘f)::(’l-c)—l—/ﬁ
Ti=as k=K c)+K
k:(gg) = as

Anhand dieser Tabelle kann man nun das Ergebnis ablesen:
(1) Funktionswert: f(c) = ko

(2) Division: 1% — 4 kza® + koa? 4 ko + 2o

(3) Ableitungen: f(r)(c) = ]4;(()” oyl

(4) Taylorentwicklung: f(z) = ...+ kfj(z — ¢)? + kj(z — ¢) + ko

6.3.1 Beispiel 1

Sei
flx) = a*+222 +4 und c = 3

Berechne f(c¢) und %

C

Losung
Es wird nur die erste Zeile des Horner-Schemas benétigt:

1 0 2 0 4
c=3 |1 3 11 33 103=ko

Somit ergibt sich f(3) = 103 und

103
J@) s s 14334 .
r—3 x—3
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6.3.2 Beispiel 2

Sei

flz) = 22t —2% —2—18 und c = 2.
Berechne f(c), ..., f*(c) sowie die Taylorentwicklung von f bei c.
Losung

Es ergibt sich folgendes Horner-Schema:

2 -1 0 -1 -18
c=2 2 3 6 11 4=k
c=2 2 7 20 51 = ki)
c=2 2 11 42 =K
c=2 2 15 = k%)
c=21]2= k‘(()4)

Es gilt somit

f2) = 4

f'(2) = 51

f'2) = 42-20 = 84
3@ = 15-31 = 90
W) = 2.4 = 48

und fiir die Taylorentwicklung

f@) = 2(z —2)" +15(x — 2)3 +42(z — 2)> +51(x — 2) + 4.
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7 Folgen

7.1 Konvergente Folgen

7.1.1 Definition

Fine reelle Folge ordnet jeder natiirlichen Zahl n € N eine reelle Zahl a,
Zu.

Eine komplexe Folge ordnet jeder natiirlichen Zahl n € N eine komplexe
Zahl a,, zu.

Sei A eine beliebige nicht leere Menge. Eine Folge in A ordnet jeder natiirli-
chen Zahl n € N ein Element a,, aus A zu.

Schreibweisen fiir Folgen:
(an)nen = (an) = (an)n = (an)n>1
Die a,, heilen Folgeglieder oder Elemente der Folge (a,)nen-
{antnen = {an | n €N}

ist die Menge der Folgeglieder. Es kann auch vorkommen, dass eine Folge mit
ao und nicht erst mit a; beginnt. Dies ist dem Zusammenhang zu entnehmen.

7.1.2 Satz1
Zwei Folgen konnen unterschiedlich sein, obwohl die Menge ihrer Folgeglie-
der gleich ist.

7.1.3 Definition

Eine reelle oder komplexe Folge (a,)neny konvergiert genau dann gegen
a € R oder a € C, wenn es zu jedem € > 0 eine natiirliche Zahl N € N gibt,
so dass fur alle n € N mit n > N gilt: |a, —a| < e.

Kurz:

Ve>03dNeNVn>N: |a, —a|]<e

a heifit dann der Grenzwert der Folge (an)nen-
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7.1.4 Beispiel 1

Sei (an)nen eine reelle Folge mit

o - 1
n = —.
n
Behauptung
(an)nen konvergiert gegen 0.
Beweis
Sei € > 0 beliebig.
Wéhle N € N so, dass
N > é = % <e€
gilt. Dann folgt fiir alle n > N
lap, —al = ‘1—0‘ 1 < = < g,
n n N
womit die Behauptung gezeigt wurde. O

Bemerkung

Bei einen solchen Beweis iiber die Definition von konvergenten Folgen muss
folgendes beachtet werden:

(1) Der Grenzwert a muss zunéchst ”erraten” werden.

(2) Die Wahl von N in Abhéngigkeit von ¢ folgt eigentlich erst aus der
letzten Abschitzung, muss jedoch schon zuvor angegeben werden.

7.1.5 Beispiel 2

Sei (an)nen eine reelle Folge mit

1
ap = ﬁ
Behauptung

(an)nen konvergiert gegen 0.
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Beweis

Sei € > 0 beliebig.
Wéhle N € N so, dass

N> 2 & L2 & L.
— — € — €
£2 N VN
gilt. Dann folgt fir alle n > N
| | ‘ 1 0' 1 < 1 <
anp — a - _— — = — RN E,
" vn vn = VN
womit die Behauptung gezeigt wurde. O

7.1.6 Definition

Eine reelle oder komplexe Folge (ay,)nen konvergiert uneigentlich gegen Un-
endlich oder divergiert, wenn eine der folgenden Aussagen gilt:

(1) VacRoder CIe>0VY NeNIn>N: |a,—al>¢
(2) VeceRoder CINEeNVR>N: |ay| >c

7.1.7 Beispiel

Sei (an)nen eine reelle Folge mit a,, = n.

Behauptung

(an)nen divergiert.

Beweis

Annahme: (a,)nen konvergiert gegen a € R.
Wiéhle € = 1 und sei N € N beliebig. Dann gilt
lap, —al < 1 = e
Wiéhle n = N bzw. n = N + 2. Dann folgt
IN—a| <1 und IN+2—a|l < 1.
Dann wiirde aber gelten:

2 =|(N+2-a)—(N—-a)] = [IN+2—a|+|N—-a| < 2

Dieser Widerspruch zeigt, dass die Folge (a,)nen keinen Grenzwert a haben
kann. Somit ist (a,)nen divergent. O
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7.1.8 Satz 2

FEine Folge hat hochstens einen Grenzwert.

Beweisskizze

Man nehme an, dass eine Folge zwei Grenzwerte a und o' hat. Zu jedem
€ > 0 gibt es dann aber auch ein geeignet groflies m, so dass nach der
Dreiecksungleichung gerade

la—d| = la—am+am—d| < |la—ap|+|am —d| < €

gilt. Da e aber beliebig klein werden kann, folgt a = a’.

7.1.9 Definition

Wenn eine Folge (a,)nen gegen einen Grenzwert a konvergiert, dann schreibt
man dafiir

lim a, = a.
n—oo

7.1.10 Satz 3

Ist eine Folge (ap)nen konvergent, so ist (ay)nen beschrdnkt, das heifit die
Menge der Folgeglieder

{an}nEN

ist beschriankt.

Beweis

Sei (an)nen eine gegen a konvergente Folge. Zu ¢ = 1 gibt es dann einen
Index N € N, so dass fiir alle n > N gerade

lan| < Ja]+1 = ¢
gilt. Da aber jede endliche Menge beschrankt ist, ist auch
{lail, lazl, ... lan—1]} U {c}
beschrénkt. O
7.1.11 Satz 4
Seien (an)nen, (bn)neny und (¢ )nen drei Folgen, sei

lim b, = lime, = a € R
n—oo n—oo
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und es gelte fiir alle n € N
b, < ap < cp.
Dann ist auch (a,)nen konvergent und es gilt

lim a, = lim b, = lim ¢, = a.
n—oo n—oo n—oo

7.1.12 Satz 5
Sei ¢ € R mit ¢ > 1.

Dann divergiert die Folge (ay,)nen mit a, = ¢".

Beweis
Sei ¢ € R beliebig und sei ¢ =1+ h mit A > 0.
Dann folgt nach der Bernoulli Ungleichung

" = (1+h)" > 1+nh.

Wiéhle N € N so, dass gilt:
N>- & Nh>c

Dann folgt aber fiir alle n > N

nh > ¢ = g —1 > c
Somit kann ¢" fiir grofle n beliebig grofl werden, also ist die gegebene Folge
divergent. O
7.1.13 Satz 6

Sei ¢ € R oder C mit |¢| < 1.

Dann konvergiert die Folge (an)neny mit a, = g™ gegen 0.

7.2 Rechnen mit Folgen

7.2.1 Rechenregeln

Seien (an)nen und (by)nen zwei konvergente Folgen mit
lim a, = a und lim b, = b.
n—oo n—oo

Dann gilt:

(1) (|an|)nen konvergiert gegen |al

(2) (an + bn)nen konvergiert gegen a + b

(3) (an - by)nen konvergiert gegen a - b
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7.2.2 Satz 1
Sei (an)nen eine konvergente Folge mit lim a, = a.
n—oo

Sei k € N und sei a, # 0 fiir alle n > k.

Dann konvergiert (ai) N gegen %
"/ ne

7.2.3 Beispiel
Sei (an)nen eine Folge mit
n?+3n+1
a, = —————
" an? +5
Dann gilt
- n 430+l 14354 1435454 T
4n? +5 4452 4+5L.1 4
7.2.4 Satz 2

Sei (an)nen eine konvergente Folge mit lim a, = a und sei ¢ € R.
n—oo

(1) Gilt a, > c fiir alle n € N, so ist auch a > c.

(2) Gilt |a,| < c fiir alle n € N, so ist auch |a| < c.

7.2.5 Definition

Eine reelle Folge (an)nen heifit

(1) monoton wachsend :< fiir alle n € N gilt ap4+1 > ap.

(2) monoton fallend < fiir alle n € N gilt a,11 < ay.

(3) streng monoton wachsend & fiir alle n € N gilt a,4+1 > ap.

(4) streng monoton fallend :< fiir alle n € N gilt an+1 < ap.

Schreibweise

53

Konvergiert eine Folge (ay,)nen monoton wachsend bzw. fallend gegen ihren

Grenzwert a, so schreibt man dafiir auch

an /" a bzw. an "\, G.
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7.2.6 Beispiel
Gp = % ist streng monoton fallend, denn es gilt
1 1
< —.
n+1 n

7.2.7 Monotoniekriterium

Ist eine reelle Folge beschrinkt und monoton, so konvergiert sie.

7.2.8 Beispiel
Sei (an)nen eine reelle Folge mit
ao=1, a1 =14, as=1,41, as3=1,414, a4 =1,4142,
also a,, = v/2 auf n Nachkommastellen genau.
Dann ist a, beschrankt und monoton wachsend, also konvergiert sie.

(an)nen konvergiert aber nicht in Q, da der Grenzwert V2 nicht in Q ent-
halten ist.

7.3 Haufungspunkte
7.3.1 Definition

Sei (an)nen eine Folge in einer Menge M.
a € M heifit ein Haufungspunkt der Folge (ay)nen, wenn gilt:
Ve>0VNeNIn>N: |a, —al<e

7.3.2 Beispiel

Sei ay, eine Folge mit a,, = (—1)".

Dann ist 1 ein Haufungspunkt von (ay)nen.

Sei € > 0 beliebig, sei N € N beliebig und sei n = 2N. Dann gilt
lan —al = [(-1)*N -1 = 1-1] =0 < e

7.3.3 Satz 1

Es gilt:

(1) Der Grenzwert einer Folge ist auch ein Haufungspunkt.

(2) Eine Folge mit mehr als einem Haufungspunkt ist divergent.

(3) Jede beschriankte Folge hat mindestens einen Haufungspunkt.
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7.3.4 Satz 2

Eine Folge (an)nen in R oder in C ist genau dann konvergent, wenn gilt:
(1) (an)nen ist beschrénkt

(2) (an)nen hat genau einen Haufungspunkt

7.3.5 Definition
Sei (ap)nen eine Folge und seien ki, ko, .. € N mit
1 < k1 < ke < k3 <
Dann heifit die Folge (by,)nen mit
b, = ag,

eine Teilfolge von a,,.

7.3.6 Satz 3

Sei (an)nen eine konvergente Folge mit dem Grenzwert a.

Dann konvergiert jede Teilfolge von (ay,)nen auch gegen a.

7.3.7 Satz 4

Sei (an)nen eine Folge in M und sei a € M.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) a ist ein Haufungspunkt von (a,)nen-
(2) Fiir jedes ¢ > 0ist {n € N | |ay,a| < €} unendlich.

(3) Es gibt eine Teilfolge (by,)nen von (an)neny mit lim b, = a.

7.4 Rekursive Folgen

Eine rekursive Folge ist ein Folge, bei der jedes neue Folgeglied aus einem
vorherigen Folgeglied berechnet wird.

Dies geht natiirlich nur, wenn das erste Folgeglied (also ag) vorgegeben wird.

(an)nEN mit an = \/m und ag = \@

ist dann beispielsweise eine rekursive Folge.

Fiir die Untersuchung einer rekursiven Folge ist vor allem das Monotonie-
kriterium sehr wichtig.
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7.4.1 Beispiel

Sei (an)nen eine rekursive Folge mit

an = /2+ap—1 und ag = V2.

Zeige, dass lim a, = 2 gilt.
n—oo

L6sung

Es wird zunéchst durch vollstdndige Induktion gezeigt, dass (an)neny mono-
ton wachsend ist:

(V) an < antr

(1A) ap=V2<V2+V2=a

(1S) ant1 < any2

vV2+a, < \/2+an+l
24 an < 2+ anp+41
an < An+41

Angenommen (ay)nen ist auch beschrinkt, dann wire (ap)nen nach dem
Monotoniekriterium auch konvergent.

Sei nun lim a, = a, dann gilt

n—oo
lim a, = lim a,—1 = a
n—oo n—oo
und es folgt
= V2+a
a2 = 2+a

ad—a—-2 = 0
also a = 2.

Da a, > 0 fiir alle n € N gilt, ist 2 der mogliche Grenzwert von (a,)nen und
nicht die zweite Losung —1 der quadratischen Gleichung.

Nun muss nur noch durch vollstandige Induktion gezeigt werden, dass die
rekursive Folge (an)nen auch wirklich beschrénkt ist:

(V) ap=+v2+ap_1 <2
(1A) ap=+v2<2
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(lS) Qp41 <2

\/2+an < 2
2+an < 4
ap, < 2

Die Folge (an)nen konvergiert also nach dem Monotoniekriterium gegen 2.

7.5 Aufgaben
7.5.1 Aufgabe 1

Zeige nur unter Verwendung der Definition der Folgenkonvergenz, dass die
Folge

X n!
(an)neN mit an = vy
gegen 0 konvergiert.
Losung
Sei € > 0 beliebig. Wihle N € N so, dass
1 1
N > — = — <
€ N c
gilt. Dann folgt fiir alle n > N
n! n! n (n—1) (n—2) 2 1
n n n n n n n
n n n n 1 1 1
< S D l- D=2 < = <ok
T~ n non n n n — N

7.5.2 Aufgabe 2

Zeige nur unter Verwendung der Definition der Folgenkonvergenz, dass die
Folge

8n3
in — 3

(an ) neN mit ap =
divergiert.

L6sung

Es ist zu zeigen, dass es zu jedem ¢ € R ein N € N gibt, so dass fiir alle
n > N auch a, > c gilt.
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Sei ¢ € R beliebig. Wiahle N € N so, dass

N > ‘;’ 2N 2N? > ¢

gilt. Dann folgt fir alle n > N

83
= 92 > aN? > .
4n

s’
4n

8n3
4dn — 3

7.5.3 Aufgabe 3

Untersuche das Konvegenzverhalten der Folge

(an)nen mit an = 1—|—\/ﬁ'

Berechne gegebenenfalls den Grenzwert.

L6sung
Es gilt
NG J5 oV 1
Qa = = = s
TtV Se(evi) o L
demnach folgt
1
lim ap, = lim —— = - = 1.

Somit ist die gegebene Folge (ay,)nen konvergent und hat den Grenzwert 1.

7.5.4 Aufgabe 4

Untersuche das Konvegenzverhalten der Folge

¢ V24 14n
(an)nEN mi anp = m-

Berechne gegebenenfalls den Grenzwert.

Losung

Es gilt

1 ATRVAD) 1 1
Lo VPPl n? (1+55) + 0 ”'<m+%)
" Vnd+mn—n int (L4 L)y —p n.<4l+l_1)7
n
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demnach folgt

1 1
: . ( 1+P+ﬁ> 140
lim a, = lim = = —1.
n—oo n—oo (4 +1 ) 0_1

Somit ist die gegebene Folge (a;, )nen konvergent und hat den Grenzwert —1.

7.5.5 Aufgabe 5
Zeige, dass die Folge

(an)neN mit ap, = Vn?+n—n.

gegen % konvergiert.

L6sung

Seien (by,)nen und (¢ )nen zwei Folgen mit

1 1 1 1
bn:i_ﬁ und cn:§+ﬁ.
Es gilt fiir alle n € N
1 1 7
n: n 4
1 1 n 1 1 n ) )
S R <
1 o 2 am a2 T e
1 1
5_*4"0 S \/n2+n
n
1 1
57, S Vn?+n—n
n
b, < an
sowie
0 < 1+1+9
— n? n 4
PN R S I S g
~— 4 2n 2 2n n? 2
1 1
vVni+n < —+—+4n
2 n
1 1
vni+n—-1 < —+4—
2 n
a, < cp.

Zusammengefasst gilt also fiir alle n € N

by < ap < ¢y
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1

Weiter gilt offenbar lim b, = lim ¢, = 3.

n—oo n—oo

Demnach folgt auch fiir (a,)nen

lim a, = 5

7.5.6 Aufgabe 6

Bestimme alle Hiufungspunkte der Folge (ay,)nen mit
an = (=) 4 (=14,
Dabei ist | ] die GauBlklammer.

Losung

Fiir alle n € N gilt a,, € {—2,0,2}. Daher sind —2,0,2 auch alle moglichen
Haufungspunkte der Folge (ay)nen-

Es gilt:
—2 fiir a,b ungerade
(-1 + (-1 = 2 fur a,b gerade
0 sonst

Durch vollstdndige Induktion wird gezeigt, dass a,, = 2 in der Folge (an)nen
unendlich oft vorkommt:

(V) ag, = 2 gelte fiir ein n € N.

(1a) ag= (- + (=1)B =1+ 1 = 2. Die Aussage gilt also fiir n = 1.
(18)  agnir) = agnis = ()T 4 ()P =141 =2

Somit ist 2 ein Haufungspunkt der Folge (ay)nen-

Analog folgt:

(IV) agyyq = 0 gelte fiir ein n € N.

(1A) ap =)0+ (-DBfl=1-1=0

(1S)  ag(nr1)+a = agni1z = (1T 4 (B =1 -1 =0
Somit ist 0 ein Haufungspunkt der Folge (ay)nen.

(IV) agpt6 = —2 gelte fiir ein n € N.

(1A) ay = (DM 4+ (DB = (-1 +(-1)3=-1-1=—2
(1S)  ag(ni1ys6 = asnsra = (1) 4 (P38 = -1 —1 = 2

Somit ist —2 ein Haufungspunkt der Folge (ay,)nen.
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7.5.7 Aufgabe 7
Zeige, dass die Folge (ay)nen mit

n+ (=1)"

Y S

beschriankt ist und bestimme alle Hiufungspunkte von (ay,)nen.

Losung

Es gilt fiir gerade n

n+1 vn 1+% 1+%
“n = =1 T 1
NV 1-1
Demnach folgt
lim /141 1
lim ag, = " ——nw" = - =1
m-400 lim (/1-1 1
n—oo
Analog gilt fiir ungerade n
n—1 ARVA S % 1- %
I/ T 1
Vo /1+ 5 I+
und es folgt
lim ag,_ 1 = 2 = 1= 1.
e lim 4/1 +%
n—oo

61

Demnach konvergiert die Folge (a,)nen gegen 1, also ist sie beschriankt und

hat genau einen Haufungspunkt.

7.5.8 Aufgabe 8

Berechne ) )
1)2 —
i (P
n— oo n
Losung
Es gilt
. (n+1)2-—n? . n?+2n+1—n? . 2n+1
lim ———— = lim = lim
n—oo n n—oo n n—oo n
n(2+1 1
= lim(in) = lim 24+ - = 2.

n—oo n n—oo n
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7.5.9 Aufgabe 9

Berechne
. 1+424+3+...+n
lim 5 .
n—oo n
L6sung
Es gilt
1+2434+...+n . 2n(n+1)
lim = lim 2——=—~%
n—oo n2 n—oo n2
2 1
n“(l1+ =
= lim 7( w)
n—o0 2n2

7.5.10 Aufgabe 10

Berechne
4 n
lim <1 — ) .
n—oo n

L6sung

Sei z € R. Dann gilt

n—oo

(siche 8.3.5 auf Seite 68). Demnach gilt auch

4 n
lim <1—> = et =
n—oo n

lim (1+%)n = e’ = exp(z).
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8 Fundamentale Funktionen

8.1 Logarithmus

A
1)

X
1
Abbildung 9
8.1.1 Herleitung
Sei x > 0 und sei (z,,)n>0 eine rekursive Folge mit
Tg = T und Tptl = VTn.
Dann gilt:
(1) zp, >0 fiiralleneN
(2) (xn)nen ist konvergent
(3) limaz,=1
n—oo
Seien (an)nen und (by)nen zwei Folgen mit
1
a, = 2"(x, —1) und b, = 2" (1 — ) .
Tn

Dann gilt:

63
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(1) ap, =b, -z,

(2) ay, ist monoton fallend

(3) by, ist monoton wachsend

(4) bn <an

(5) (an)nen und (by)nen sind konvergent

(6) lim a, = lim b,
n—oo n—oo

8.1.2 Definition

64

Der natiirliche Logarithmus von x, also der Logarithmus zur Basis e, wird

definiert durch

log(z) := lim a, = lim b,.

8.1.3 Funktionalgleichung
Fiir alle z,y > 0 gilt

log(z - y) = log(x)+log(y)

Beweis

Siehe 27.2.1 auf Seite 279.

8.14 Satz1

Es gilt:

(1) log(1) =0

(2) log (L) = — log(x)

(3) aus 0 < z <y folgt log(z) < log(y)

(4) o= 1-1 < log(z) < z—1 =aqp

(5) b= 2(1-%) < logle) < 2/a-1) =a

(6) fiir alle c€ R gibt es 0 < z < 1 < y mit log(z) < ¢ < log(y)
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8.2 Arkustangens

............................ A R I I I

Abbildung 10

8.2.1 Herleitung

Sei z € R und sei (z,)nen eine rekursive Folge mit

Tn

Ty = T und Tpp1] = ————.
Ty 1+ a2
Dann gilt |z, | < 27"|z|.

Seien (ay)nen und (by,)nen zwel Folgen mit
an, = 2"z, und b, =

Dann gilt:
(1) fir x =0sind 2, =a, =b, =0
(2) fiir x > 0 sind xp, ap, by, >0

(3) fiir x < 0 sind xp, ap, b, <0

8.2.2 Satz 1

Fir x > 0 gilt:

(1) a, ist monoton fallend

(2) b, ist monoton wachsend

(3) by <an

(4) (ap)nen und (by)nen sind konvergent

(5) lim ap, = lim b,
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8.2.3 Definition
Der Arkustangens wird definiert durch

arctan(z) = nlglgoan = nh_)rgobn.

8.2.4 Funktionalgleichungen
Fiir alle z,y € R mit x -y < 1 gilt

arctan <1x +Y > = arctan(z) + arctan(y)
— 2y

Fiir alle z,y € R mit x -y > —1 gilt

r—=y
arctan = arctan(x) — arctan
(552) (@) - arctan(y)

Beweis

Siehe 27.2.2 auf Seite 279.

8.2.5 Satz 2

Es gilt:

(1) arctan(0) =0

(2) arctan(—xz) = — arctan(z)

(3) |arctan(x)| <2

(4) aus z < y folgt arctan(x) < arctan(y)

(5) arctan(l) = 7

8.2.6 Definition
Die Zahl m € R wird definiert durch

m := 2-sup{arctan(z) | x € R}.

8.2.7 Definition

Tangens ist die Umkehrfunktion des Arkustangens, also

tan := arctan”!.
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8.3 Exponentialfunktion

Fx)

-

Abbildung 11

8.3.1 Definition

Die Exponentialfunktion wird definiert durch

exp:C — C
oo Zn
2=y ~
n=0
(siehe dazu Kapitel Reihen auf Seite 80).

Schreibweise: e := exp(z).

8.3.2 Funktionalgleichung
Fiir alle z,y € C gilt

exp(z +y) = exp(z)-exp(y)

Beweis

Siehe 27.2.3 auf Seite 280.

8.3.3 Satz 1
Es gilt:
(1) exp(0) =1

(2) exp(—2) = o

(3) exp(z) = exp(z)
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8.3.4 Satz 2

Seien (an)nen und (by)nen zwei Folgen mit
1 n 1 n+1
anp = (1 + > und b, = <1 + ) .
n n

(1) ay, ist monoton wachsend

Dann gilt:

(2) by, ist monoton fallend
(4) (an)nen und (by)nen sind konvergent

(5) e:= lim a, = lim b,
n—oo n—oo

(6) log(e) = 1
8.3.6 Satz 3

Sei z € R. Dann gilt

lim (1+%)n = e’ = exp(z).

n—oo

8.3.6 Satz 4

Die Exponentialfunktion ist die Umkehrfunktion des Logarithmus.

8.4 Sinus und Cosinus

Abbildung 12
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8.4.1 Definition

Sinus und Cosinus werden definiert durch:

sin:R — R
. . o o 2n+1
0 - 22 zz'exp( = - ;_30(‘””(22“)!
cos:R — R
. . (o] 2
. exp(iz) +2exp(—z:1:) _ 7;)(_1)”(:;”’;!

Andere Definition

Sinus und Cosinus kénnen aber auch anders definiert werden:
cos(z) := Re(exp(ix)) und sin(z) := Im(exp(izx))
und somit gilt zusammen
cos(x) + isin(x) = exp(iz).

8.4.2 Funktionalgleichung
Fiir alle z € R gilt

sin(z)? 4 cos(z)? = 1

8.4.3 Beweis
Siehe Aufgabe 8.6.5 auf Seite 75 oder siehe 27.2.4 auf Seite 280.

8.4.4 Additionstheoreme

Fiir alle z,y € R gilt:

(1) sin(x +y) = cos(z)-sin(y) + sin(z) - cos(y)
(2) cos(x+y) = cos(x)-cos(y) — sin(x) - sin(y)
Beweisskizze

Die Additionstheoreme ergeben sich aus der Funktionalgleichung der Expo-
nentialfunktion mit

exp(i(r +y)) = exp(iz) - exp(iy).
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8.4.5 Satz 1

Es gilt:

(1) sin(0) =0, sin(r) =0
1, cos(m) = —1

(0) =
(2) cos(0) =
(

(3) sin(—z) = —sin(x)

(4) cos(—x) = cos(x)

8.4.6 Satz 2
Es gilt:

(1) sin(z+ %) = cos(z)
(2) cos(z+ %) = —sin(x)
(3) sin(xz + 7) = —sin(z)

(4) cos(x+ m) = —cos(x)

8.4.7 Satz 3
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Sinus und Cosinus sind periodisch mit 27, das heifit es gilt fiir alle k& € Z:

(1) sin(x + k- (2m))

(2) cos(z+k-(2m))

8.4.8 Definition

Es gilt fiir die Umkehrfunktion von Sinus und Cosinus

8.4.9 Satz 4
Es gilt

sin(z)

cos(z)

-1

arcsin := sin
arccos := cos |.
tan(z) = sin(x)

cos(z)’
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8.5 Sinushyperbolicus und Cosinushyperbolicus

Abbildung 13

8.5.1 Definition

Sinushyperbolicus und Cosinushyperbolicus werden definiert durch:

sinh:R — R
. exp(x) — exp(—x) _ p?ntl
2 2 @2n + 1)!
cosh:R — R
exp(z) +exp(—z) = 22"
v 2 - nz:% (2n)!
__ sinh(z)
tanh(z) := cosh(z)

8.5.2 Funktionalgleichung
Fiir alle z € R gilt

cosh(z)? — sinh(z)? = 1

Beweis

Der Beweis geht ganz analog zur Aufgabe 8.6.5 auf Seite 75.

8.5.3 Additionstheoreme

Fiir alle z,y € R gilt:
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(1) sinh(z+y) = sinh(z) - cosh(y) + cosh(z) - sinh(y)
(2) cosh(z+y) = cosh(z) - cosh(y) + sinh(z) - sinh(y)
8.5.4 Satz1

Es gilt:

(1) sinh(0) =0

(2) cosh(0) =1

(3) exp(z) = sinh(z) + cosh(z)

8.5.5 Definition
Es gilt fiir die Umkehrfunktionen:

arsinh sinh~*
arcosh cosh™
artanh tanh~!.

8.6 Aufgaben
8.6.1 Aufgabe 1

Berechne arctan (%) + arctan (%) + arctan (%)

LGsung

Aus der Anwendung der Funktionalgleichung folgt:

1 1 1
arctan <2> + arctan <5> + arctan <8>
+3 1

1 | +arctan 3
=15
1

65) = arctan(l) = %
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8.6.2 Aufgabe 2

Zeige:

(1) Fiir alle z,y > 1 gilt |log(z) —log(y)| < |z —yl.
(2) Firalle 0 <z,y <1 gilt [log(x) —log(y)| > |z —yl
LGsung

Fiir den natiirlichen Logarithmus gilt:
(1) log(x) ~log(y) = log (%)

(2) 1—% <logzx < xz—-1

l—g < log<x> < E—1.
z Y Y

Daraus folgt

Teil 1

Seien z,y > 1 und = > y. Dann gilt

r—y = y(x—l> >2 1> log<x> = log(x) —log(y)-
y y y

Teil 2

Seien 0 < z,y < 1 und x > y. Dann gilt

T—y = x(1—£> < 1-Y < log<x> = log(x) — log(y).

T T Yy
8.6.3 Aufgabe 3
Zeige, dass gilt:

w/2 fir x>0

arctan(z) + arctan(z ') = {—71/2 fir 2 <0

Losung

Sei z > 0. Dann gilt:

1 =1

r—1 r—1
arctan = arctan
14+ z+1
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< 1)
arctan
1+x

arctan(z) — arctan(1)

1
arctan(z) + arctan ()
x

arctan(z) + arctan(z 1)

Sei nun x < 0. Dann gilt:

T
arctan (
1—=x

arctan(x) + arctan(l) =
arctan(z) + arctan(l) =

1
arctan(z) + arctan <) =

X

arctan(z) + arctan(z ') =

8.6.4 Aufgabe 4

Zeige, dass die Fulersche Formel

exp(iz) =
fiir alle z € C gilt.

L6sung

1
<x+ 1)
arctan =
1—2z
)

1-1
arctan T
1+1
1
arctan(1) — arctan <>
x

arctan(1) + arctan(1)

T ™
4 2

NI

1

< r+1 )
arctan
—xr+1

—x—1
arctan z
x—1
X

1
arctan(—1) — arctan <>

T

1
— arctan(1) — arctan ()

X

—arctan(1) — arctan(1)

T
2

NS
SN

cos(z) + isin(z)
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Durch die Darstellung der Funktionen in ihren Potenzreihen ergibt sich (sie-

he Seite 308):

exp(iz) = Z%(zz)"
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S (_1)n n i ( 1)n n
Z (Qn)' & o 0(2n+1)' 2

n=0
oo

Ik z
o (2n)' 2n—|— 1)!

= cos(z) + isin(z)

8.6.5 Aufgabe 5

Zeige, dass fiir alle z € R
sin(x)? 4 cos(z)? = 1
gilt.
Losung
Betrachtet man die Funktion f(z) = sin(z)? 4 cos(z)?, so ergibt sich
f'(x) = 2sin(x)cos(z) — 2cos(x)sin(x) = 0.

Demnach ist f(x) eine konstante Funktion.

Es gilt cos(0) = 1 und sin(0) = 0, demnach folgt
f(x) = sin(x)? +cos(z)? = 1

fiir alle z € R.
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O Metrische Raume

In diesem Kapitel werden Metriken eingefithrt. Durch Metriken kann die
Definition von konvergenten Folgen noch stark verallgemeinert werden.

Die Beweise dieser Sétze sind jedoch meist zu den Beweisen reeller bzw.
komplexer Folgen sehr dhnlich.

0.1 Definitionen

9.1.1 Definition
Sei M eine nicht leere Menge.

Eine Abbildung d : M x M — R heifit Metrik, wenn fiir alle a,b,c € M
gilt:

(MET1) d(a,b

Y

( 0
(MET2) d(a,b)=0 < a=0b
( d

(b,a)
d(a,b) +d(b,c)

(MET3) d(a,b

)
)
)
(MET4) d(a,c) <

Die Menge M und die dazugehdorige Metrik (M, d) heifit metrischer Raum.
Oft kiirzt man diese Schreibweise ab und schreibt fiir (M, d) einfach nur M.

B.(a) := {3: e M ‘ d(z,a) < s} heifit e-Ball um a beziiglich der Metrik d.

9.1.2 Beispiel 1
Sei M = R und seien a,b € M.
Dann wird durch d(a,b) := |a — b| eine Metrik definiert.

9.1.3 Beispiel 2
Sei M = R"™ und seien a = (ay,..,a,),b = (b1,..,b,) € M.
Dann sind folgende Abbildungen Metriken:
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di(a,b) = [(a1 —b1)[+ -+ |(an — by)
n 1/2

dg(a, b) = <Zzl(al — bz)2>

doo(a,b) = max{|(ai—bi)|‘z':1,---,n}

9.1.4 Metriken auf M x N
Seien (M, d) und (N, d) zwei metrische Rédume.

Dann konnen Metriken auch auf dem kartesichen Produkt M x N definiert
werden:

di((z1,91), (v2,92)) = d(z1,22) +d(y1,y2)
do((z1,01), (22,92)) = Vd(z1,22)2 + d(y1, y2)?
doo((z1,91), (72,92)) = max{d(z1,22),d(y1,v2)}

9.2 Metrische Raume und Folgen
9.2.1 Definition

Sei (M, d) ein metrischer Raum und (a,)nen eine Folge in M.

Dann konvergiert (a,)nen gegen a € M, wenn gilt:
Ve>0dNeNVn>N: day,a)<e

9.2.2 Satz 1

FEine Folge in einem metrischen Raum hat hochstens einen Grenzwert.

9.2.3 Definition

Sei (an)nen eine Folge in einem metrischen Raum (M, d).

(an)nen heifit eine Cauchyfolge oder Fundamentalfolge, wenn gilt:

Ve>03adNeNVnm>N: dap,an) <e

9.2.4 Satz 2

Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist auch eine Cauchyfolge.
Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.
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Beweis

Sei (ap)nen ein Folge in einer Menge M, die gegen a € M konvergiert. Dann
gibt es zu jedem € > 0 ein N € N, so das fiir alle n > N auch d(ay,,a) < /2
gilt. Ist nun auch m > N, so folgt

d(ap, am) < d(ap,a)+d(am,a) < €/2+¢/2 = ¢

nach den Rechenregeln einer Metrik. O

Bemerkung

Cauchyfolgen sind Folgen, bei denen der Abstand von je zwei Folgegliedern
ab einem bestimmten Index IV kleiner als ¢ ist.

Es ist schwer sich vorzustellen, dass es divergente Cauchyfolgen gibt, denn
jede reelle Cauchyfolge ist offenbar auch konvergent. Das folgende Beispiel
und das Cauchysche Konvergenzkriterium sollen das Verstdndnis vereinfa-
chen.

9.2.5 Beispiel

Sei M = Q, seien a,b € M und sei d(a,b) = |a — b|. Dann ist (M,d) der
iibliche metrische Raum.

Sei (an)nen eine Folge in (M, d) mit
1
ap = @ und T € ] V2, V2 + n[ beliebig.

Dann ist (an)nen eine Cauchyfolge in M, aber nicht konvergent in M, da
(an)nen gegen V2 mit v/2 # Q = M konvergiert.

9.2.6 Definition

Ein metrischer Raum (M, d) heifit vollstdndig, wenn jede Cauchyfolge in
M konvergent ist.

9.2.7 Satz 3
Cauchyfolgen in R und in C sind beschrénkt.

9.2.8 Cauchysches Konvergenzkriterium

(R, | |) und (C, | |) sind vollstéindig metrische Rdume, dass heifit also, dass
jede Cauchyfolge in R oder in C konvergiert.

Beweis

Siehe 27.2.5 auf Seite 281.
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9.3 Aufgaben
9.3.1 Aufgabe 1

Sei M eine nicht leere Menge und seien a,b € M. Weiter sei

0 falls a=0b
da,b) = {1 falls a#b -

(1) Zeige, dass (M, d) ein metrischer Raum ist.
(2) Zeige, dass (M, d) vollsténdig ist.

Losung Teil 1

Es miissen die vier Axiome fiir einen metrischen Raum gepriift werden:
(1) d(a,b) > 0 gilt nach Definition.

(2) d(a,b) =0 < a = b gilt nach Definition.

(3) Esgilt d(a,b) = d(b,a):

Sei a = b. Dann gilt d(a,b) =0 = d(b, a).
Sei a # b. Dann gilt d(a,b) =1 = d(b,a).

(4) Esgilt d(a,c) <d(a,b) +d(b,c):
Sei a # c¢. Dann gilt
d(a,c) =1 < d(a,b) +d(b,c),
da entweder d(a,b) =1 oder d(b,c) = 1.
Sei a = ¢. Dann gilt
d(a,c) =0 < d(a,b) +d(b,c),
da d(a,b) > 0 und d(b,c) > 0.

Losung Teil 2

Es ist zu zeigen, dass jede Cauchyfolge in M konvergent ist.

Sei (zp)nen eine Cauchyfolge in M. Dann gilt
Ve>03aNeNVnm>N: da,,zn) <e.

Da d(xp, xy) = 1 oder d(zy, zy,) = 0 ist, gibt es fiir ¢ < 1 also einen Index
N, so dass fiir alle n,m > N gilt:

d(xp,zm) = 0

Das heift, dass jede Cauchyfolge ab einem bestimmten Index N eine Null-
folge ist.

Somit ist jede Cauchyfolge in M konvergent und hat den Grenzwert 0.



10 Reihen

10.1 Definitionen und Satze
10.1.1 Definition

Fiir alle n € N sei a,, € R oder a,, € C und (s,)nen sei eine reelle oder
komplexe Folge mit
n
Sn = Zaka
k=1

(Sn)nen ist also die Folge der Partialsummen.

Der unenliche Summenfolge fiir n — oo
o
D> an
n=1

einer solchen Folge (s;,)nen heifit eine Reihe.

Falls (sp)nen konvergent ist und den Grenzwert s hat, dann ist auch die
zugehorige Reihe konvergent und hat den Grenzwert s.

Kurz:

x
Zanzs & Ve>0dNeNVn>N: <e
n=1

n
S oo
k=1

Bemerkung

Anders als bei Folgen untersucht man Reihen nur auf Konvergenz oder
Divergenz. Einen konkreten Grenzwert zu berechnen ist meist gar nicht
moglich.

10.1.2 Beispiele fiir Reihen
(1) Sei|q| < 1. Dann heift

> 1
no o _ _ -
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die geometrische Reihe.

(2)
>!
n=1 n
heifit die harmonische Reihe. Sie ist monoton wachsend und diver-
gent.
(3) N
1
J— n JR—
S
n=1
heifit die alternierende harmonische Reihe und ist konvergent.
10.1.3 Satz 1

n

Fiir alle n € N sei a,, > 0. Ist die Folge s, = > ax beschrénkt, dann ist die
k=1
Reihe

o
D
k=1
konvergent.

Beweis

Nach den gegebenen Voraussetzung ist die Folge (s, )nen monoton wachsend

o
und beschréinkt, also auch konvergent und hat den Grenzwert > ay. O
k=1

10.1.4 Cauchykriterium fiir Reihen

o0
Eine reelle oder komplexe Reihe > a, konvergiert genau dann, wenn gilt:
n=1

n+k

Ve>0INeENVR>NVE>O0: Zai <e

Beweis

Siehe 27.3.1 auf Seite 282.



Kap.10  Reihen 82

10.1.5 Rechenregeln
o0 [e.e]

Seien Y an, Y by zwei konvergente Reihen und sei A € R oder A € C.
n=0 n=0

Dann gilt:

(1) i(an"‘bn): io: an + § bn,
n=0 n=0 n=0
(2) § (Aan) = A i Qn
n=0 n=0

10.1.6 Definition

o0 o0

Eine Reihe ) a, heifit absolut konvergent, wenn ) |a,| konvergent ist.
n=1 n=1
10.1.7 Satz 2

Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent.

Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

Beweis

Siehe 27.3.2 auf Seite 283.

10.1.8 Beispiel
Die alternierende harmonische Reihe

S0

n=0

ist konvergent, jedoch nicht absolut konvergent.

10.2 Konvergenzkriterien

Fiir die Beweise einiger Konvergenzkriterien siehe 27.3.3 und folgende ab
Seite 283.

10.2.1 Geometrische Reihe

[e.9]
Die Reihe ) ¢" = l%q konvergiert fiir alle |¢| < 1.

n=0

10.2.2 Aligemeine harmonische Reihe

o0
Die Reihe ) % konvergiert fiir alle ¢ > 1 und divergiert fiir alle ¢ < 1.

n=1
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10.2.3 Notwendiges Kriterium

o0
Die Reihe ) a, kann wenn tiberhaupt nur dann konvergieren, wenn a,, eine

n=c
Nullfolge ist, wenn also lim a, = 0 gilt.
n—oo

10.2.4 Majorantenkriterium

[e.e] oo
Die Reihe ) a,, ist absolut konvergent, wenn »_ b,, konvergiert und fiir alle
n=1 n=1

n € N gerade |a,| < b, gilt.

10.2.5 Minorantenkriterium

o0 oo
Die Reihe > a, ist divergent, wenn »_ b, divergiert und b, < a, mit
n=1 n=1

Gn, by, > 0 fir alle n € N,

10.2.6 Leibnizkriterium

oo
Die Reihe ) (—1)"a, konvergiert, wenn a, eine monotone Nullfolge mit
n=1

an > 0 fiir alle n € N ist.

10.2.7 Verdichtungskriterium

oo
Die Reihe ) a, konvergiert bzw. divergiert, wenn a,, eine monoton fallende
n=1

o0
Nullfolge ist und > 2™agn konvergiert bzw. divergiert.

n=1

10.2.8 Quotientenkriterium

o0
Die Reihe Y’ a, ist absolut konvergent, wenn lim |“*| < 1 gilt. Die Reihe
n=1 n—oo |
divergiert, wenn lim |#| > 1 gilt.
n—o0 n

10.2.9 Wourzelkriterium

oo
Die Reihe ) a, ist absolut konvergent, wenn lim %/|a,| < 1 gilt. Die
n—oo

n=1

Reihe divergiert, wenn lim {/|a,| > 1 gilt.
n—oo

10.2.10 Integralkriterium

o0 [e.e]

Die Reihe ) a, konvergiert, wenn [ f(z)dz mit f(n) = a, uneigentlich
n=1 1

existiert und die Abbildung f monoton fallend und f > 0 ist.
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10.3 g-adische Zahlensysteme
Bei dem 10-adischen Zahlensystem wird die Zahl 314 dargestellt durch
3-10%+1-10" +4-10°.

Bei einem g-adischen Zahlensystem geht es darum, eine gegebene nicht ne-
gative ganze Zahl n durch

asq® +...+az-¢*+a1-q" +ag-q°

auszudriicken. Dabei sind ay, ..,as € {0,1,..,q — 1}.

10.3.1 Satz 1
Sei ¢ € Nmit ¢ > 2 und sei Z ={0,1,..,q — 1}.

Dann gibt es zu jeder ganzen Zahl n > 0 eindeutig bestimmte Zahlen a; € Z
mit nur endlich vielen a,, # 0, so dass gilt:

o0
n = Zaqu = ag+aiq+ axq® + ...+ as¢®
k=0

10.3.2 Satz 2
Sei ¢ € Nmit ¢ > 2 und sei Z = {0,1,..,q — 1}.

Dann gibt es zu jedem z € R mit 0 < x < 1 eindeutig bestimmte Zahlen
ar € Z, so dass gilt:

o0
—k a az as
r = arq = —4+=+—=+
kzl ¢ ¢ ¢

10.3.3 Beispiel 1
Sei z = 0,9 := 0,99999.. .

Dann gilt im iiblichen 10-adischen Zahlensystem

- Ea e - B0

und es folgt nach der geometrischen Reihe

1 1
x =9 -1 :9-(0—1> = 1.
1- & 9

Es gilt also 0,99999.. = 1.
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10.3.4 Beispiel 2
Finde eine reelle Zahl, welche die 3-adische Darstellung
0,1212121212121212121212. ..

hat, bei der also die Ziffern 1 und 2 abwechselnd unendlich oft wiederholt
werden.

L6sung

Es gilt

o0
0,12121212.. = Z

/N

1.3 4 9. 3*2")

10.4 Aufgaben
10.4.1 Aufgabe 1

&)
Untersuche die Reihe # auf Konvergenz.

n=0

L6sung

Da die Folge a, = n—12 monoton fallend ist, darf das Verdichtungskriterium
angewendet werden:

1 1 1\"
2” . n = 2” = —_— = —
“ @22 ~ 2 (2)
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Bei der Reihe (%)n handelt es sich um die geometrische Reihe, also ist

sie konvergent. Demnach konvergiert auch die gegebene Reihe.

10.4.2 Aufgabe 2

(&)

Berechne den Grenzwert der Reihe ) m
n=1

L6sung
Durch Partialbruchzerlegung (siehe 6.2 auf Seite 43) erhilt man
1 1 1

nin+1)  n n+1

Demnach gilt

<1 I

Zn(n+1) - kh—>nolo n n+l

n=1 n=1
_ 1 1 1 1 1 1 1
- k1—>nolo|:1_2 2 3 3 7 k' k
— lim [1_1]
= 1-0=1

Die gegebene Reihe konvergiert also gegen 1.

Derartige Summen nennt man auch Teleskopsummen.

10.4.3 Aufgabe 3

(&)
Berechne den Grenzwert der Reihe ) ﬁ.
n=1

LGsung

Durch Partialbruchzerlegung (siehe 6.2 auf Seite 43) erhilt man

I 1 1 1 1
4n2 -1  (2n—-1)2n+1)  2\2n—-1 2n+1)/°

Demnach gilt

00 k
1 1 1 1
E = fl'mg —
4n? — 1 2 koo n—1 2n+1

n=1 n=1

11, 1 1+1 1 n 1 1
= -1 e -

2k—c0 |1 3 3 2k—1  2k—-1 2k+1

|
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1 . 1 1
= — lim |- —
2k—c0 |1 2k+1
1 1
= —(1-0) = —.
2( ) 2

Die gegebene Reihe konvergiert also gegen %

10.4.4 Aufgabe 4

o0
Berechne den Grenzwert der Reihe )

1
= n(n+1)(n+2)"

LGsung

Durch Partialbruchzerlegung (siehe 6.2 auf Seite 43) erhilt man
1 1 1 1

nn+1)(n+2) 2n n+1 +2(n+2)'

Demnach gilt

i 1 y G| L, 1
= lim — —
n(n+1)(n+2) k—oo4—=2n mn+1 2(n+2)
n=1 n=1
LA p 1
= lim — =

. [1 2 1 1 2 1 1 2
= lim + +

6
N 1
2 4 4 4
Die gegebene Reihe konvergiert also gegen i.

10.4.5 Aufgabe 5

&)

Untersuche die Reihe ngl \/ﬁ\l/ﬁ auf Konvergenz.
Losung
Es gilt
o — 1 B 1 B 1 - 1 1 b
vny/v/n VVvn?\/\/n VVn3 VVnt n

Fiir alle n € N gilt a,, > 0, b,, > 0 sowie b, < a,. Da die Reihe

[e'S) 9] 1
dbn= D
n=1 n=1
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divergiert, ist auch die gegebene Reihe nach dem Minorantenkriterium di-
vergent.

10.4.6 Aufgabe 6

[e.°]
Untersuche die Reihe ) 271”1 auf Konvergenz.
n=1

L6sung

Es gilt
1 Van+1 1 1 1

an = = > > > — = by.

V2n+1 2n+1 2n +1 2n+n 3n

Fiir alle n € N gilt a,, > 0, b,, > 0 sowie b, < a,. Da die Reihe
oo
R S )0
n=1 n=

divergiert (harmonische Reihe), ist auch die gegebene Reihe nach dem Mi-
norantenkriterium divergent.

10.4.7 Aufgabe 7

o0
Untersuche die Reihe L_ auf Konvergenz.
nz::l nyVvn &
L6sung
Da a,, = ——— eine monoton fallende Nullfolge ist, darf das Verdichtungs-

n n
kriterium angewendet werden:

Da —— < 1 gilt, ist z 2™agn eine konvergente geometrische Reihe. Somit
\4 \f n=1
konvergiert auch die gegebene Reihe.

10.4.8 Aufgabe 8

o0
Sei z €]0, 1]. Untersuche die Reihe 21 W auf absolute Konvergenz.
n=
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Losung

Nach dem Wurzelkriterium folgt

T
(1+z22)"

lm n) —-
n—oo (1 -+ ;L'Q)”
= lim Ve = ! < 1.
n—oo 1 4 22 14 22

lim
n—oo

Der Grenzwert ist also fiir alle z €0, 1] kleiner als 1, demnach ist die gege-
bene Reihe absolut konvergent.

10.4.9 Aufgabe 9

oo
Untersuche die Reihe ) Ww(n) auf Konvergenz.
n=1
Losung
Da a, = eine monoton fallende Nullfolge ist, darf das Verdich-

n-arctan(n)
tungskriterium angewendet werden:

o0

o o0
2" qon = 2"—
nz:l 2 z:l 2n . arctan 2n) Z:: arctan 2”

n—=

Da lim % gilt, ist 2"aon keine Nullfolge. Demnach wird das not-

1 _

n—soo arctan(2m)

wendige Kriterium fiir eine konvergente Reihe nicht erfiillt. Somit divergiert
die gegebene Reihe.

10.4.10 Aufgabe 10

Untersuche die Reihe Z Tog )n auf absolute Konvergenz.

L6sung

Es gilt fiir n > 2

Yo = S~ 2 (i)

Nach dem Wurzelkriterium folgt nun

(i)

Demnach ist die gegebene Reihe absolut konvergent.

lim {/|a,|] = lim ¢

n—oo n—oo
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10.4.11 Aufgabe 11

o0
Untersuche die Reihe loi@ auf Konvergenz.
n=1

Losung
Es gilt

log(n!) log(n'™) n - log(n) log(n)
an = 3 < 3 = 3 = 2 = bn
n n n n

Es gilt |a,| < b, fir alle n € N. Da b,, eine monoton fallende Nullfolge ist,
folgt nach dem Verdichtungskriterium

—onr L Smonlog(2M) Ssnclog(2) | o
;2 bon = ;2 P = ;2n = nz::lcn.

Nach dem Quotientenkriterium folgt nun

. |ens . |(n+1)-log(2) 2"
lim |——| = lim
n—oo | ¢y n—oo| 2ntl.n. log(2)
1 141 1
—limn+‘—lim == <1
n—o0 n n—o0 2
(o]
Die Reihe ) ¢, konvergiert nach dem Quotientenkriterium, demnach ist
n=1

o0 o0
>~ by, eine Majorante fiir > a,. Die gegebene Reihe ist also konvergent.
n=1 n=1

10.4.12 Aufgabe 12

(o]
Untersuche die Reihe ) % auf absolute Konvergenz.
n=1

Losung

oo [e.9]
Sei > anp= > 7% Dann folgt nach dem Quotientenkriterium

n=1 n=1
lim |2 = | (D" (nt1) nl-n?
n n
] n
= —— | = lim
i o] = am(75)
1

Demnach ist die gegebene Reihe absolut konvergent.
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10.4.13 Aufgabe 13

o0
Sei # € C mit « # 0. Untersuche die Reihe Y Z7 auf Konvergenz.

n=0
Losung
Nach dem Quotientenkriterium folgt
n+1 |
lim |22t lim | .
n—oo | ap n—00 (n—I— 1)' "
— g 2] = am L g <
n—oo |n + 1 n—oon + 1

Die gegebene Reihe ist also fiir alle x € R absolut konvergent.

10.4.14 Aufgabe 14
Finde eine reelle Zahl, welche die 7-adische Darstellung

0,234234234234234234234 . . .

91

hat, bei der also die Ziffern 2, 3 und 4 abwechselnd unendlich oft wiederholt

werden.
Losung
Es gilt
0,234234234.. = Z<2 7-(Bn=2) 4 3. 7=(n=1) 4 4 7—3")
n=1
> 2 3 4
= Z 73n—2 +7?;714 +7Tn
n=1
> 2 3 4
= Z 73n 7—2+73n 7—1 +73n
n=1
/2-499 3.7 4
= Z 73n 7?4_7371
n=1
—123i 1 —123-iin
N L\ 730 = \343
N =\ 343

1 1 41
= 123 | ———1] = 123.— = —.
(1 L ) 342 114



11  Stetigkeit

11.1 Definitionen und Satze

11.1.1 Definition
Eine Teilmenge I C R heifit Intervall, wenn gilt:

Sind a,b € I mit a < b und ist m € R mit a < m < b, dann ist auch m € I.

Schreibweisen mit a,b € R und a < b:

[a, b] {zeR|a<z<b} geschlossenes Intervall
la,b] = {xeR|a<z<b} offenes Intervall

la,b) = {zreR|a<x<b} halboffenes Intervall
[a, b] {zeR|a<z<b} halboffenes Intervall

11.1.2 Definition
Sei M C R beliebig, sei f : M — R eine Funktion und sei a € M fest.
f heifit stetig bei a, wenn gilt:

Ve>030>0VzeM: |[x—a|<d = |f(z)— fla)| <e

fla)+e 4

flay |- :

f(@)s -

v

a-o a a+d
Abbildung 14

f heifit stetig, wenn f bei jedem a € M stetig ist.

92
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11.1.3 Beispiele stetiger Funktionen
(1) Sei f(xz) = c konstant.
Sei € > 0, wahle § = 1. Dann gilt fiir alle z,a € R

|f(x) = f(a)] = |0] = Jc—c| =0 < e

(2) Sei f(z)==.
Sei € > 0, wihle 6 = ¢ und fiir alle z,a € R gelte |x — a] < 4. Dann
folgt
[f(@) = f@)] = |z —a] <é = e
11.1.4 Beispiel
Sei f:R — R mit f(x) = 22 und sei a € R beliebig.

Behauptung

f ist stetig bei a.

Beweis
Sei € > 0 beliebig und wéhle ¢ = min{1, ﬁ} > 0.
Sei z € R beliebig und es gelte |z — a| < .
Es ist nun zu zeigen, dass auch |f(z) — f(a)| < € gilt:
[f(@) = fla)] = |?=d®| = |(@-a)(z+a)
= Jr—a|l-lx+al = |z—a| |z—a+2d
DUG
< fe—al (e —al+12a]) < & (5+2fal)
< 0-(1+2al) < ¢

Bemerkung

Ahnlich wie bei den Folgen muss auch bei einen solchen Beweis iiber die De-
finition von Stetigkeit beachtet werden, dass die Wahl von § in Abhéngigkeit
von ¢ eigentlich erst aus der letzten Abschétzung folgt. Im schriftlichen Be-
weis muss 0 jedoch schon zuvor angegeben werden.
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11.1.5 Gegenbeispiel
Es gibt auch Funktionen, die nirgends stetig sind.
Sei f: R — R mit

_ 0 fir z€Q
fz) = {1 fir z€R\Q -

Dann gibt es zu jedem rationalen a mit f(a) = 0 auch ein beliebig nahes
irrationales x mit f(x) = 1, so dass

[f(2) = fla)] <1 = ¢

gilt und umgekehrt. Demnach kann f schon fiir € = 1 nicht stetig sein.

11.1.6 Definition

Sei M C R beliebig und sei f : M — R eine Funktion.

f heiflt gleichmidfSig stetig, wenn gilt:
Ve>030>0Va,yeM: |[zx—y|<d = |f(x)— fly)] <e

f ist also genau dann gleichméfig stetig, wenn die Wahl von § nur von ¢
und nicht von einer Stelle a abhéngt.

11.1.7 Beispiel

Sei f: R — R mit f(x) = 2.

Zeige, dass f auf dem Intervall [—2, 2] gleichmiiBig stetig ist.

L6sung
Sei € > 0 beliebig und wiéhle § = .
Seien z,y € [—2,2] beliebig und es gelte |z — y| < d.

Dann gilt
f@ = f@)l = 22—y = [@-y)+y)
DUG
< oyl flel 4| < -l 2+2)
< 40 = e

11.2 Stetigkeit in metrischen Raumen

Einige weitere Aussagen iiber die Stetigkeit von Abbildungen kénnen fiir
alle metrische Rdume verallgemeinert werden.



Kap.11  Stetigkeit 95

11.2.1 Definition

Seien (M, d) und (N, d") metrische Rdume, sei f : M — N eine Abbildung
und sei a € M fest.

f heif}t stetig bei a, wenn gilt:
Ve>036>0VxeM: dx,a)<d = d(f(x), fla)) <e

Oder anders:
Ve>035>0: f(Bsla)) C B:(f(a))

f heif}t stetig, wenn f bei jedem a € M stetig ist.

11.2.2 Satz 1
Sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann ist auch

dy - M — M

r = T

stetig.

11.2.3 Satz 2

Seien (M,d), (N,d), (P,d) metrische Rdume, seien f: M — N, g: N — P
Abbildungen, sei a € M und sei b = f(a).

Ist f bei a und g bei b stetig, so ist auch g o f stetig bei a.

11.2.4 Folgenkriterium

Seien (M, d), (N, d) metrische Rédume, sei f : M — N eine Abbildung und
seia € M.

Dann ist f genau dann stetig bei a, wenn zu jeder gegen a konvergenten Folge
(@n)nen in M auch die Bildfolge (f(an)),cy in IV gegen f(a) konvergiert.

Beweis

Siehe 27.4.1 auf Seite 287.

11.3 Stetige Funktionen

11.3.1 Rechenregeln

Sei M C R beliebig, sei a € M fest und seien f,g: M — R zwei bei a stetige
Funktionen.
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Dann gilt:

Die Summe, die Differenz, das Produkt und der Quotient zweier stetiger
Funktionen ist wieder stetig:

(1) f+ g ist stetig bei a
(2) A fist stetig bei a mit A € R
(3) f-g ist stetig bei a

(4) % ist stetig bei a falls f(x) # 0 fiir alle z € M

Beweisskizze

Man wende einfach das Folgenkriterium an und nutze die Rechenregeln fiir
konvergente Folgen.

11.3.2 Beispiele
(1) Alle Polynome f: R — R sind stetig.

(2) Seien p(x),q(z) beliebige Polynome. Dann ist die rationale Funktion

f:R\A —- R

mit A ={z € R| ¢(z) = 0} stetig.

11.3.3 Satz 1

Die fundamentalen Funktionen
(1) log:]0,00[— R

(2) arctan: R — R

(3) exp: C—-C

(4) sin:R—R

(5) cos:R—R

sind alle stetig.
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Beweisskizze

Es muss jeweils die Stetigkeit bei einem wichtigen Punkt ermittel werden,
also zum Beispiel bei 1 fiir log(x) oder bei 0 fiir exp(x). Dazu nutzt man die
fundamentalen Eigenschaften aus Kapitel 8. Danach ergibt sich die Stetigkeit
aller Punkte durch das Ausnutzen der Funktionalgleichungen.

Die Stetigkeit von Sinus und Cosinus ergibt sich aus der Definition iiber die
Exponentialfunktion.

11.4 Zwischenwertsatz und Umkehrfunktionen

11.4.1 Satz von Bolzano

Sei [a,b] C R ein Intervall und sei f : [a,b] — R eine stetige Abbildung.
Gilt f(a) < 0und f(b) > 0, dann gibt es ein & € |a, b[ mit f(§) = 0.

Beweis

Siehe 27.4.2 auf Seite 288.

11.4.2 Zwischenwertsatz
Sei I C R ein Intervall und sei f : I — R eine stetige Abbildung.

Dann ist auch f(I) ein Invervall.

Beweis

Siehe 27.4.3 auf Seite 289.

Bemerkung

Der Zwischenwertsatz ist nur der topologisch reelle Spezialfall, dass die
Bilder zusammenhéngender Mengen wieder zusammenhéngend sind (siehe
18.6.4 auf Seite 170).

11.4.3 Definition
Sei M C R eine nicht leere Teilmenge.

Die Funktion f: M — R heif3t

(1) monoton wachsend, wenn fiir alle z,y € M mit x < y gilt:

fl@) < f(y)
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(2) monoton fallend, wenn fiir alle x,y € M mit z < y gilt:
fl@) = f(y)

(3) streng monoton wachsend, wenn fiir alle x,y € M mit z < y gilt:
fl@) < fly)

(4) streng monoton fallend, wenn fiir alle z,y € M mit x < y gilt:

f(x) > f(y)

11.4.4 Beispiele

log, arctan und f(xz) = 2™ mit n € N fiir x > 0 sind alles streng monoton
wachsende Funktionen.

11.4.5 Satz 1

Sei I C R ein Intervall, sei f : I — R streng monoton und sei M = f(I).
Dann ist f bijektiv und die Umkehrfunktion f=!: M — I ist stetig.

Beweis

Siehe 27.4.4 auf Seite 289.

11.4.6 Umkehrsatz

Sei I C R ein Intervall und sei f : I — R stetig und streng monoton
wachsend bzw. fallend.

Dann ist auch M = f(I) ein Intervall und die Umkehrfunktion f=*: M — I
ist ebenfalls stetig und streng monoton wachsend bzw. fallend.

Beweis

Siehe 27.4.5 auf Seite 290.

11.4.7 Satz 2

Sei I C R ein Intervall und sei f : I — R streng monoton.

Dann ist f genau dann stetig, wenn f(I) ein Intervall ist.

11.4.8 Satz 3

Es gilt log = exp~! :]0, 0o[— R, somit ist log genau dann stetig, wenn exp
auf R stetig ist.
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11.4.9 Definition und Satz
(1) Sein € Nund sei f: 0,00 — [0,00[ mit f(x) = az™.
Dann ist f stetig, streng monoton, bijektiv und es gilt
o=
Somit ist auch g/ stetig.
(2) Seia € R und sei f:[0,00[ — [0,00] mit f(z) =z, also
% = exp(a-log(x)).

Somit ist auch f stetig.

11.4.10 Rechenregeln

Es gelten nun folgende Rechenregeln:

(1) z%-2° =29 mit 2 > 0

(2) expla-log(x)) - exp(b- log(x)) = exp((a +b) - log())
(3) 2°=1und 2! ==z

(4) 2" = exp(n - log(z))

(5) z%-y* = (xy)® mit z,y >0

S

(7) (@) =2

3=

(6) =

11.4.11 Bemerkung und Satz

Bisher wurde stets der natiirliche Logarithmus zur Basis e betrachtet, daher
gilt auch

log(z) = (exp(x))™" = ()7
(siehe Herleitung des Logarithmus auf Seite 63).

Man kann den Logarithmus aber auch zu einer anderen Basis a > 0 betrach-
ten.

Der Logarithmus zur Basis a wird mit log, bezeichnet und ist dann genau
die Umkehrfunktion der Funktion f : R —]0, 0o mit f(z) = a”.

Ist dies der Fall, dann gilt

log, () = iiﬁxi
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11.4.12 Satz 4
Sei f: R — R eine stetige Funktion und es gelte
fla+b) = fla)+ f(b).

Dann gibt es ein ¢ € R, so dass fiir alle z € R gerade f(z) = c- z gilt.

11.4.13 Satz b
Sei f: R — R eine stetige Funktion und es gelte
fla-b) = f(a)- f(b).

Dann gibt es ein ¢ € R, so dass fiir alle z € R gerade f(x) = ¢ gilt.

11.5 Aufgaben

11.5.1 Aufgabe 1
Sei f:R — R mit f(z) =22 — 3.
Zeige durch Riickgang auf die Definition, dass f stetig ist.

L6sung
Sei a € R beliebig, sei € > 0 und wéhle 6 > 0 mit
6% 4+ 28lal + 35 < e.

Weiter sei x € R beliebig und es gelte |z — a| < 9.
Dann gilt

[f(z) = fla)] = |2* =3z —a®+3d] = |2° —a®~3(z — a)|
(z —a)(z +a) = 3(z — a)
|(z —a)(z + a)| + 3|z — af
lz—a|-|lz+a+a—al+30 < §(|z—a|+|2a])+ 36
= 0(0+2|al) + 35
= 62+ 20lal +35 < e

VANVAN

Damit ist gezeigt, dass f auf ganz R stetig ist.

11.5.2 Aufgabe 2

Priife, bei welchen Stellen a € R die Funktion f :] — 1,00] — R mit
LVT¥z—VIi—2) fir -1<z<0
fay = { W)

exp(z) fir >0

stetig ist.
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Losung
Die Funktion f ist fiir alle z > 0 stetig, da exp(z) auf ganz R stetig ist.

f ist auch fiir —1 < x < 0 stetig, da %, V1i+zund V1 —zauf —1 <z <0
stetig sind und das Produkt stetiger Funktionen wieder stetig ist.

Es bleibt also nur noch der Punkt 0 zu untersuchen. Es gilt:

limexp(z) = 1
z—0

(1+z)-(1-2)
(Vi+z+V1-2)

z—0 x—0

lim i(\/l—i—x—\/l—a:)] = lim [x

2
= 1
2

VvV1+0++/1-0
1

Da diese beiden Grenzwerte 1 ergeben, ist die gegebene Funktion auf ihrem
Definitionsbereich stetig.

11.5.3 Aufgabe 3

Zeige, dass log(x) auf dem Intervall [1,00[ gleichméfBig stetig ist.

Losung
Sei € > 0 beliebig und wihle § = €.

Seien x,y > 1 und es gelte |z — y| < §. Dann gilt

[log(z) —log(y)| < [z —y| < d = e

11.5.4 Aufgabe 4
Zeige, dass f(x) = % auf dem Intervall [1, 00] gleichméBig stetig ist.

L6sung
Sei € > 0 beliebig und wéhle § = ¢.
Seien x,y > 1 und es gelt |z — y| < §. Dann gilt

y—x
Ty

Sly—zl =Jr—yl <0 =«




12  Funktionenfolgen

12.1 Grenzwert einer Funktion

12.1.1 Definition
Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei A C M und sei a € A.

a heiit Adhdrenzpunkt oder Beriihrpunkt von A in M, wenn eine der
folgenden #quivalenten Aussagen erfiillt ist:

(1) Fiir alle e > 0 gilt B:(a) N A # 0.

(2) Es gibt eine Folge (a,)neny in A mit lim a,, = a.

n—oo

Bemerkung

Die Menge aller Adhérenzpunkten von A ist der so genannte Abschluf$ von
A (siehe 18.4 auf Seite 168).

12.1.2 Definition

Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei A C M und sei a € A.

a heifit genau dann Hdufungspunkt von A, wenn a ein Adhérenzpunkt
von A\ {a} ist.

12.1.3 Beispiele

(1) Sei M =R und sei A = Z. Dann ist 0 ein Adhérenzpunkt, aber kein
Haufungspunkt von A.

(2) Sei M =R und sei A = {% | n € N}. Dann ist 0 ein Hiufungspunkt
von A, obwohl 0 ¢ A gilt.
12.1.4 Ha&ufungspunkte und Folgen

Der Begriff Hiufungspunkt an dieser Stelle ist nicht zu verwechseln mit dem
Begriff Haufungspunkt bei Folgen:

Sei k € R und (ap)nen eine Folge mit a,, = k konstant.

102
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Dann ist k& ein Haufungspunkt der Folge (a,,)nen, aber kein Hiufungspunkt
der Menge

{an | n e N} = {k} = A
12.1.5 Definition

Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei A C M, sei a € A ein Haufungspunkt
von A und sei f: A — R eine Funktion.

f hat fiir x — a den Grenzwert c € R, wenn die Funktion
fe:AU{a} — R
. { f(z) fir z#a

c fir z=2a

bei a stetig ist.

12.1.6 Satz 1

Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei A C M, sei a € A ein Hiufungspunkt
von A und sei f: A — R eine Funktion.

Dann sind dquivalent:

(1) f hat den Grenzwert c fir x — a.

(2) Ve>036>0VaeeA x#a: dz,a)<d = |f(z)—¢ <e.

(3) Fiir jede Folge (an)neny in A mit a, # a fir alle n € N und mit

lim a, = a gilt lim f(a,) =c.
n—oo n—oo

12.1.7 Satz 2

Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei A C M, sei a € A ein Haufungspunkt
von A und sei f: A — R eine Funktion.

Dann hat f fiir  — a hochstens einen Grenzwert.

Beweisskizze

Man nehme wieder an es gebe zwei Grenzwerte a und a’ und zeige, dass
diese gleich sein miissen.

12.1.8 Rechenregeln

Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei A C M, sei a € A ein Hiufungspunkt
von A und seien f, g : A — R Funktionen mit lim f(x) = cund lim g(z) = d.
r—a T—a

Dann gilt:
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(1) Es existiert und gilt im (f + g)(z) = ¢+ d.
(2) Es existiert und gilt lim(f - g)(z) =c-d.

(3) Es existiert und gilt lim (Af)(z) = Ac mit A € R.

(4) Es existiert und gilt lim <§) () = § falls g(x) # 0 und d # 0.

r—a

Beweisskizze

Es kénnen wieder wie {iblich das Folgenkriterium und die Rechenregeln iiber
konvergente Folgen genutzt werden.

12.1.9 Beispiel 1
Sei M =10,00][, sei a =1 und sei A = M \ {a}. Sei weiter
fla) = )

fiir z e A
rz—1

Zeige, dass lim1 f(z) =1 gilt.
xr—

Losung
Es gilt:
1
1—; < log(z) < z-—1
1 log(z) .
- < =5 <1 fiir alle = >1
x
log(z) 1 .
1 < = < = fir alle x <1
T

Falls nun |z — 1| < 1 gilt, dann gilt auch < 2.
2 T

1

Sei € > 0 und wihle 0 = min{§, 5}.

Sei x € A und es gelte |x — a|] < §. Dann folgt

T log(:c)_ R | — 1
s -1 = [ < - - B e
12.1.10 Beispiel 2
Sei A=R\ {0} und sei

flx) = arctan(z) fiir x €A

X

Zeige, dass lirr(l) f(x) =1 gilt.
xr—
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Losung
Es gilt:
: fa) € ——
T s
VIta? (1+V1+22) 1+ V1422
=0 =0

12.1.11 Weitere Beispiele
(1) Sei A=C\ {0} und sei

f(z) = eXp(z) 1 zea
Dann gilt ll_r% flz) =1
(2) Sei A=R\ {0} und sei
flz) = ms(?_l fir  x €A
Dann gilt lim f(x) = 0.
(3) Sei A=R\ {0} und sci
fz) = Sianx) fir  x €A

Dann gilt lin%) flx)=1.

12.1.12 Satz 3

Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei A C M, sei 0 ein Haufungspunkt von A
und sei f: A — R eine bei 0 stetige Funktion.

Dann gilt
. . 1
tm ) = Jim 1 (1)
12.1.13 Beispiel
Sei f(x) = z*. Dann gilt
1\ 1
limz® = lim <> = lim {/—
x—0 n—oo n n—oo n
I G
= lim —— = lim = - = 1.

n—0o0 {1/5 n—oo /n 1
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12.1.14 Bemerkung

Fine weitere Regel zum Berechnen des Grenzwertes einer Funktion ist die
Regel von 'Hospital (siehe 13.3 auf Seite 120).

12.2 Konvergenz von Funktionenfolgen

12.2.1 Definition und Satz
Sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann bezeichnet
FM) = {f1f:M—R}

die Menge aller Funktionen von M nach R.

F (M) bildet einen Vektorraum.

12.2.2 Definition (punktweise Konvergenz)

Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei f € F(M) und sei (f,)nen eine Folge
in F(M).

fn konvergiert punktweise gegen f, wenn gilt:

VeeMVYe>03NeNVn>N: d(f(z), folz)) <e

12.2.3 Satz 1

Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei f € F(M) und sei (f,)nen eine Folge
in F(M).

fn konvergiert genau dann punktweise gegen f, wenn fiir alle x € M

lim f,(z) = f(x)

n—oo

gilt.

12.2.4 Beispiel

Sei M = [0,1] und sei f,(z) = ™.

Fiir alle x < 1 gilt lim f,(z) =0 und fir z =1 gilt lim f,(z) = 1.
n—oo n—od

Somit ist f,,(x) punktweise konvergent auf [0, 1].
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12.2.5 Definition (gleichmaBig Konvergenz)

Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei f € F(M) und sei (f,)nen eine Folge
in F(M).

fn konvergiert gleichmdjf$ig gegen f, wenn gilt:

Ve>0adNeNVn>NVYazeM: d(f(z), folz)) <e

12.2.6 Beispiel

Sei )
nTo+n

n2

fol@) = (-1)
Zeige, dass f, auf [0, 1] gleichméBig konvergent ist.

L6sung

frn konvergiert punktweise gegen

f:0,1] — R
x — 0,
denn es gilt
2 (22 | 1
2 +n n (? + ﬁ)
n — _1\n
A - A
2 1
J— 3 _ n P —
= im0 ()
= 0.
Sei € > 0, wihle N > % und sei n > N beliebig.
Dann gilt fiir alle z € [0, 1]
224+ n 22 +n
R e e I
> 1] DUG |z%| |1 2?1
I ) e 72 NP3 D)
1 1 1 1 2 2
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12.2.7 Satz 2

Sei (M,d) ein metrischer Raum, sei f € F(M), sei (fn)nen eine Folge in
F(M) und sei

II:F(M) — R
o= sw{lf@) | zem}.

eine Abbildung. Dann konvergiert f,, genau dann gleichméflig gegen f, wenn
fir alle x € M gilt:

lim || fn(z) = f(z)] = 0

n—oo

12.2.8 Satz 3

Sei (M,d) ein metrischer Raum, sei f € F(M), sei (fn)nen eine Folge in
F(M) und sei a € M.

Konvergiert f, gleichméflig gegen f und ist f,, fiir alle n € N stetig bei a,
dann ist auch f stetig bei a.

12.3 Banachraum und Funktionenfolgen

12.3.1 Definition
Sei E ein Vektorraum iiber einem Korper K.

Eine Abbildung || - || : £ — R heifit Norm auf E, wenn fiir alle a,b € E
und A € K gilt:

(NOR1) |laf| >0

(NOR2) |la||=0 < a=0
(NOR3) [[Aall = |A[ [|al]
(NOR4) la + b]| < [|al| + [[b]]

(E,| - |I) heiBt dann normierter Raum.

12.3.2 Definition

Sei (E, || - ||) ein normierter Raum und sei d(a,b) := |ja — b|| mit a,b € E.

(E, |- heilt Banachraum, wenn (E, d) ein vollstandiger metrischer Raum
ist.
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12.3.3 Definition und Satz
Sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann bezeichnet
B(M) = {f € F(M) | f ist beschrénkt}

die Menge aller beschréankten Funktionen f: M — R.
B(M) ist ein Untervektorraum von F(M).

12.3.4 Satz 1

Sei (M,d) ein metrischer Raum, sei f € F(M), sei (fn)nen eine Folge in
B(M) und sei

7)) — R
;o= s {|f@) | @ e}
eine Norm auf F(M).
Dann gilt:

(1) Ist f € B(M) und konvergiert f, in (B(M), || ||) gegen f, dann kon-
vergiert f, gleichméfig gegen f.

(2) Konvergiert f, gleichméBig gegen f, dann ist f € B(M) und f,, kon-
vergiert in (B(M), || ||) gegen f.

12.3.5 Satz 2

Sei (E, || -||) ein normierter Raum und sei f : £ — R linear.

Dann sind &dquivalent:
(1) f ist gleichméBig stetig
(2) f ist stetig bei O

(3) 3e¢>0VacE: |a <1 = |f(a)|<c

12.4 Aufgaben
12.4.1 Aufgabe 1

Berechne folgende Grenzwerte, falls sie existieren:

(1) i 2 —10x +9
mi
x1—>l x2—4x+3
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(2) o2t =10z 49
1111’17
r—3 $2—4$+3

(3) lirré:clog (1+el/x)
750
(4) lim % sin(z)
z—0 1 — cos(x)
Losung Teil 1
Es gilt
. xt—102+9 .2t —102+9
lm ———— = lim——«——
a—1 a2 —4x + 3 z—1 (x — 1)(x — 3)
— im (@3 +22+2-9)(x—1)
z—1 (x —1)(x —3)
I N o R 3—-9
= lim = = 3.
r—1 x—3 -2
Losung Teil 2
Durch Polynomdivistion gilt
o o2t =10z 49 N e
lim — = lim
z—3 :1:2—4:1:—1—3 r—3 x—3
. 2 30
= lim (z*4+42+ 13 +
r—3 z—3

r—3 —3

= lim (x2—|—4x+13) —|—lim<
T xr —

30
= 34 £+ oo.
3) o
Der Grenzwert existiert also nicht.

Losung Teil 3

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit sei < 1. Da der Logarithmus streng
monoton steigend ist und e'/* > 1 fiir alle z €]0, 1] gilt, folgt

zlog(e/?) < zlog(l+e'/*) < zlog(2eY?).

Es gilt:
£1£I(1]:Clog(e ) = lim log(e®®) = lim o= lim1 =1
>0 >0 >0 >0
1
lim zlog(2eM/?) = lim z <log(2) + log(el/x)) = lim (:c log(2) + a:)
T— T— r— T
x>0 x>0 x>0

= 1in(1)(:clog(2)+1) =041 =1

z>0
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Demnach gilt auch
lin% x log (1 + el/x) = 1

>0

Losung Teil 4
Es gilt
o0
) (_1)nx2n+1
xSin(m) . x ngo (2n+1)!
T cos(a) 2| s Lo
r— — COS(X T— —1)ng2n
L= Z (2n)!

+
= lim . ”
70 1—(—%+§7—...>

4 6
- 1 a? — % + % B
o x% x2 x4 | b
or —ar ter -
1- 4+ % — . 1
= hn(l) 1 :E2 x4 = T = 2
TU\a T e T Pl
12.4.2 Aufgabe 2
Untersuche die beiden Grenzwerte
: a’ +2% -2 . 3+ 2% -2
lim und lim .
-1 3 — 222 —x + 2 —1 23 — 222 —x + 2

L6sung

Sei f(z) = 23 + 2% — 2. Man erriit leicht die Nullstelle 1 und erhilt durch
Polynomdivision
f(z) = (z—1) (2% + 2z +2).

Sei g(x) = 2% — 222 — 2 + 2. Da 1 und —1 Nullstellen von g(z) sind, erhilt
man wiederum durch Polynomdivision

g(z) = (w—l)(wQ—x—2) = (z—-1)(z+1)(z—2).

Demnach gilt:

) 3422 -2 . flx) ) (x —1)(2% + 22+ 2)
lim = lim ——= = lim
a——1 23 — 222 —x + 2 z——1 g(x) a—-1 (z — 1) (z+1)(z —2)
. 22422+ 2
= lim — = -

a——1 (x+ 1)(z —2)
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_ 34?2 . f(x) . (=D (2% +22+2)
lim = lim —% = lim
a—1 23 — 222 —x + 2 a—1 g(x) a—1 (x — 1) (x4 1)(z — 2)
22+ 22+ 2 5
= hm _—_— = _—
a—1 (x4 1)(z — 2) 2

12.4.3 Aufgabe 3
Sei

Zeige, dass f,, auf [0, 1] punktweise konvergent ist.

Losung
Es gilt
lim 1% = 0 fir 2=0
$ “im 0 fi 1
im ————— = im 55 = ir o =

also konvergiert f,, punktweise gegen

f:[O,l] — R

rz +— 0.

12.4.4 Aufgabe 4

oo
Zeige, dass ) @ mit a > 1 auf [0, 00] gleichméBig konvergent ist.
k=1

L6sung

Es ist also

- 1 |
fn(x) = Zk“—i—a}Q und f($) = Zka+x2'
k=1 k=1

Fiir alle z > 0 gilt

> 1 1
Z:ﬁjﬁ <D
k=1 k=1

o0
somit ist Y m nach dem Majorantenkriterium konvergent.
k=1

Sei nun € > 0 beliebig und wihle N € N so, dass

> 1
> o <«
2
k:N+1ka+x
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gilt. Dann gilt fiir alle n > N und alle z € [0, 0o gerade

_ i 1
N ke + x2

|fn(x)_f(x)’ = E :ka+$2 _Zka+x2
k=1 k=1 k=n+1

> 1 = 1
= E —— < E — < =
a 2 — a 2
k:n-l—lk Tz k:N+1k Tz

12.4.5 Aufgabe 5

Es sei E = C([0,1]) der Vektorraum aller auf dem Intervall [0, 1] stetigen
Funktionen.

Zeige, dass durch

[flleo = sup{[f()] | z € [0,1]}

eine Norm definiert wird und dass (E, || ||) ein Banachraum ist.

L6sung

Es sind zunéchst die vier Axiome einer Norm zu priifen:

(1) [[fl[=0.
Gilt nach Definition, da der Betrag der Funktion betrachtet wird.
(2) 7l < f=0.

Sei ||f|l = 0, dann gilt sup{|f(x)| | = € [0,1]} = 0 und somit auch
f=0.
Sei f =0, also f(z) = 0 fiir alle z € [0, 1]. Dann gilt auch ||f|| = 0.

(3) [IAFF = [T mit A € R
A = sup{|Af(@)] [ 2 € [0,1]} = sup{A[f(z)] [ = € [0,1]}
= [Alsup{[f(x)] | = € [0,1]} = [A[]IF]
(4) 15 +gll <A1+ llgll-
sup{|f(z) + g(x)| | = € [0,1]}

sup{[f ()| + [g(x)[ | = € [0,1]}
sup{[f(z)| | z € [0, 1]} + sup{|g(z)[ [ = € [0,1]}
I+ Tlgll

1f +gll
D

IN ING
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Seien f,g € E und sei d(f,g) = ||f — g||-

Damit (E,]| ||) ein Banachraum ist, muss (E,d) vollstindig sein, es muss
also jede Cauchyfolge in (F,d) konvergent sein.

Sei (fx)ken eine Cauchyfolge in (E,d). Dann gilt

Ve>0adNeNVnm>N: d(fn, fm) <E,
also Ve>03INeNVnm>N: |f,— fnl <e.

Da aber (fx)ren gerade eine Cauchyfolge ist, besitzt sie auch genau einen
Haufungspunkt in E, etwa f(z). Sei nun ¢ > 0 beliebig. Dann gilt fiir alle
xz € 0,1]

[fu(z) = f(2)] < sup{|fu(e) = f(@)[ [z €[0,1]} = |[fa—fIl < e

Demnach konvergiert (fi)ren in (E, | ||) gleichméBig gegen f.

Es gilt f € E, da fi fiir alle k& € N nach Definition stetig ist. Somit ist
(E,] ||) also ein Banachraum.

12.4.6 Aufgabe 6

Untersuche, fiir welche a > 0 die Funktionenfolge (fy,)nen mit

1

fn = 1+ na?

auf dem Intervall [0, a] gleichméfig konvergent ist.

Losung

Die Untersuchung der punktweisen Konvergenz ergibt:

e = Jm e = {0

Da f(x) bei 0 nicht stetig, aber f,(z) fiir alle n € N bei 0 stetig ist, kann
(fn)nen auf keinem Intervall [0, a| gleichméfig konvergent sein.

12.4.7 Aufgabe 7

oo .
Zeige, dass ) Sm,sifx) auf ganz R gleichméfig konvergent ist.
k=1
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Losung

Nach der Aufgabenstellung gilt

n

fo(z) = Zsin(kx) wnd flz) = Zsin(kaz).

k? k?
k=1 k=1
S~ sin(ka)
Es ist bekannt, dass die Reihe ) Smkigm nach dem Majorantenkriterium
k=1
konvergent ist, denn es gilt
o0 . o0
sin(kx) 1
> S Xw
k=1 k=1

Sei € > 0 beliebig und wihle N € N so, dass

2. sin(kx)
Z T < €

k=N+1

gilt. Dann gilt fiir alle n > N

" sin(kz) <= sin(kx)
Z k2 Z L2
k=

[fulz) = f(2)] =

1

IA
(]
<]
2.
g
IA
(]
2.
£
g
A
o

12.4.8 Aufgabe 8

Sei C(]0,1]) der Banachraum aller stetigen reellen Funktionen auf dem In-
tervall [0, 1] unter der Supremumsnorm

[flloc = sup{|f(z)| | = € [0,1]}.
Zeige, dass (fn)nen mit fn(z) = 22 eine Cauchyfolge in C([0,1]) ist.

n

L6sung
Fiir alle z € [0, 1] gilt

n—+x n

‘fn(fw_l‘ = - =

n n

38
IN
SR

also ist auch .
fae) =11 < =

Demnach konvergiert f,(x) in C([0,1]) gegen die konstante Funktion 1.

(fn)nen ist also eine Cauchyfolge, denn jede konvergente Folge ist auch eine

Cauchyfolge.



13 Differentiation

13.1 Definitionen und Satze

13.1.1 Definition

Sei M C R beliebig, sei f: M — R und sei a € M ein Hiufungspunkt von
M.

f heifit differenzierbar bei a, wenn der Grenzwert

T—a T —a

existiert.

f'(a) heifit dann die Ableitung oder Differentialquotient von f bei a.

Der Quotient &fj(a) heiflt der Differenzenquotient und ist definiert fiir

r—

alle x € M \ {a}.

Schreibweise:

B o o
L@ = fla)

Ist jeder Punkt a € M ein Haufungspunkt von M, also zum Beispiel M = I
ein Intervall, und ist f bei jedem Punkt a € M differenzierbar, dann heifit
f differenzierbar.

f! ist dann die Ableitung von f.

13.1.2 Beispiele

(1) Sei f(x) = c konstant und sei a € R. Dann gilt fiir alle x # a

f(x) — f(a)

r—a

=0,

also gilt f'(a) = 0 fiir alle a € R.

116
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(2) Sei f(x) =z und sei a € R. Dann gilt fur alle x # a

f@)~fl@) _w-a _ |

r—a r—a
also gilt f’(a) =1 fiir alle a € R.

13.1.3 Satz 1

Sei M C R beliebig, sei f : M — R und sei a € M ein Haufungspunkt von
M.

Dann sind dquivalent:

(1) f ist differenzierbar bei a.
(2) Es gibt ein m € R und eine Abbildung ¢ : M — R mit
f@) = f(@+mlz—a)+o) (@—a) und lme() = 0,
das heifit es gilt also p(a) = 0 und p ist stetig bei a.

(3) Es gibt eine bei a stetige Abbildung ¢ : M — R, so dass fiir alle z € M
gilt:
f(x) = fla)+ (z —a) - o(z).

Es gilt dann

Beweis

Siehe 27.5.1 auf Seite 290.

13.1.4 Satz 2

Ist f differenzierbar, dann ist f auch stetig.

Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

Beweisskizze

Nach dem vorherigen Satz ist f(z) = f(a) + (z — a) - p(z) stetig bei a.

13.1.5 Rechenregeln

Sei M C R beliebig, sei a € M ein Haufungspunkt von M und es seien
f,9: M — R differenzierbar bei a.

Dann gilt:
(1) f+ g ist differenzierbar und es gilt: (f 4+ g)'(a) = f'(a) + ¢'(a)
(2) X-f ist differenzierbar und es gilt: (A - f)'(a) = A - f’(a) mit A € R
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Beweisskizze

Diese beiden Rechenregeln folgen unmittelbar aus der Definition der Diffe-
renzierbarkeit sowie aus den Rechenregeln {iber die Grenzwerte von Funk-
tionen.

13.1.6 Beispiel

Demnach sind alle Polynomfunktionen auf ganz R differenzierbar.

13.1.7 Satz 3

Es gilt:

(1) log(z) =3

(2) exp(a) = exp(a)

(3) arctan(z) = 1+1IQ

(4) sin(z) =cos(z), cos(z) = —sin(x)

Beweis zu Teil (2)
Es gilt

- —1
exp(0) = lim SR ZxPO) o, el 21

x—0 xz—0 z—0 xT

(siehe 12.1.11 auf Seite 105).
Weiter gilt
exp(z) = exp(r —a+a) = exp(z —a)-exp(a).
Seien f und g zwei Funktionen mit
f@)=z—a, f(x)=1 und  g(z) == exp(a), g'(z)=exp(a).
Dann gilt
exp(z) = (goexpof)(x)
und es folgt nach der Kettenregel (siche unten)
ela) = ¢ ((epen@) - (ewof)@)

= ¢ ((exp(@ ~ a))(@)) - (exp/(f(@) - f'(@))

= (exp ) (exp 0) )

= exp(a)-(1-1)

— expla).
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13.2 Differentiationregeln

Fiir Beweise bzw. Beweisskizzen der Differentiationregeln siehe 27.5.2 und
folgende ab Seite 291.

13.2.1 Satz 1 (Polynome)
Sei a € R beliebig.
Dann gilt

13.2.2 Beispiel
Sei f(x) = 223 — 222 4+ 5z — 2. Dann gilt

fllx) = 2-3-22-2-2-2' +5.2° = 622 — 42 +5.

13.2.3 Satz 2 (Kettenregel)

Seien M, N C R beliebig, seien f : M — R und g : N — R differenzierbar
und sei f(M) C N.

Dann gilt

(gof) = () =4gU)-f = (of)-f.
13.2.4 Beispiel
Sei f(x) = sin(2z). Dann gilt

f'(z) = cos(2z)-(2z) = 2-cos(2x).

13.2.5 Satz 3 (Produktregel)
Sei M C R beliebig und seien f,g: M — R differenzierbar.
Dann gilt
(f9=1f-9+g f
13.2.6 Beispiel
Sei f(z) = sin(z) - 2°. Dann gilt

f'(x) = cos(x)-x° + sin(z) - 5zt
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13.2.7 Satz 4 (Quotientenregel)
Sei M C R beliebig und seien f,g: M — R differenzierbar.

<f>' _f9-df
g 9 '

Dann gilt

13.2.8 Beispiel
Sei f(x) = tan(z). Dann gilt

A sin(z)
@) = cos(z)
flz) = cos(x) - cos(x)c(:s((x—)gsin(x)) - sin(z)
_ cos(x)? +sin(z)? 1
- cos(z)? ~ cos(z)?’

13.2.9 Satz 5 (Ableitung iiber Umkehrfunktion)
Sei M C R beliebig und sei f: M — R differenzierbar und umkehrbar.

Dann gilt
1

=
(=)
f wird also in den Kehrwert der Ableitung der Umkehrfunktion eingesetzt.

13.2.10 Beispiel
Sei f(x) = log(x). Dann gilt

N S
@) = o) ~ &

13.3 Regel von I'Hospital
13.3.1 Satz 1

Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei A C M, sei a € A ein Hiufungspunkt
von A und seien f,g: A — R zwei Funktionen.

Ist lim % ein unbestimmter Ausdruck der Form [%] oder [g], dann gilt

@ _ o F@

i g(x) | ama g(2)

)

falls dieser Grenzwert existiert (Grenzwert von Funktionen: siehe Seite 102).
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13.3.2 Beispiel
Es gilt

[l

sin(z) |

olo

lim fim S5@)
x—0 x x—0 1

13.3.3 Unbestimmte Ausdriicke

Die folgenden Ausdriicke sind unbestimmt:

[O} 7 {@} ,o[0-od, 09, (1], [0°], [oo — oo

0 00

Bei diesen Ausdriicken kann man (ohne Weiteres) nichts iiber den Grenz-

wert aussagen. Die Regel von ’'Hospital darf jedoch nur bei [9} oder [@]

0 %)
angewendet werden.

13.4 Mittelwertsatz

13.4.1 Definition
Sei (M, d) ein metrischer Raum und sei f: M — R.

(1) f hat bei a € M ein Minimum, wenn fiir alle z € M gilt:
f(@) = f(a)

(2) f hat bei a € M ein Maximum, wenn fiir alle x € M gilt:
f(@) < f(a)

(3) f hat bei a € M ein lokales Minimum, wenn es ein € > 0 gibt, so
das fiir alle z € B(a) gilt:

f(@) = fla)

(4) f hat bei a € M ein lokales Mazimum, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so
das fiir alle z € B.(a) gilt:

f(@) < fla)

f hat bei a ein lokales Extremum, wenn f bei a ein lokales Minimum oder
ein lokales Maximum hat.

13.4.2 Satz 1
Sei f: [a,b] — R stetig mit a,b € R und a < b und es gelte f(a) = f(b).

Dann gibt es ein £ € ]a, b, so dass f bei £ ein lokales Extremum hat.
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Beweis

Siehe 27.5.7 auf Seite 295.

13.4.3 Satz 2

Sei [a,b] C R ein Intervall, sei & € ]a, b], sei f : [a,b] — R bei ¢ differenzierbar
und es sei £ ein lokales Extremum von f.

Dann gilt
f1 =o.
Beweis

Siehe 27.5.8 auf Seite 295.

13.4.4 Satz von Rolle

Sei [a,b] C R ein Intervall, sei f : [a,b] — R stetig sowie auf ]a,b] sogar
differenzierbar und es gelte f(a) = f(b).
0.

Dann gibt es ein £ €]a,b[ mit f/(§) =

Beweis

Siehe 27.5.9 auf Seite 296.

13.4.5 Mittelwertsatz

Sei [a,b] C R ein Intervall und sei f : [a,b] — R stetig sowie auf ]a, b| sogar
differenzierbar.

Dann gibt es ein £ € |a, b] mit

Beweis

Siehe 27.5.10 auf Seite 296.

13.4.6 Satz 3

Sei [a,b] C R ein Intervall und sei f : [a,b] — R stetig sowie auf |a, b[ sogar
differenzierbar.

Dann gilt:

(1) Gilt f/(¢) =0 fiir alle € €]a, b, so ist f konstant.
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(2) Gilt f/(€) > 0 fiir alle £ €]a, b|, so ist f monoton wachsend.
(3) Gilt f/(¢) > 0 fiir alle ¢ €]a, b], so ist f streng monoton wachsend.

Analog gilt dieser Satz auch fiir monoton fallende Funktionen.

13.5 Aufgaben

13.5.1 Aufgabe 1
Sei f(z) = 2. Berechne f'(x).

Losung
Nach den allgemeinen Rechenregeln gilt

f(x) — 97T _ elog(QI) _ ex-log(Q)‘

Demnach folgt nach der Kettenregel

@) = €198 . log(2) = 27 .log(2).
13.5.2 Aufgabe 2

Sei
f(z) = cos <log (sin ( x2 + 1))) .
Berechne f'(z).

Losung

Durch wiederholtes Anwenden der Kettenregel folgt

P = [ (s (s (VT 0))]. {<1+1)]
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13.5.3 Aufgabe 3

Differenziere die folgenden auf R definierten Funktionen dort, wo es moglich
ist:

) f@) = @+
(2) g(x) = V22245

hw) = 14+ 24
Losung Teil 1

f(z) ist auf ganz R differenzierbar und es gilt nach der Kettenregel
flx) = 2(2+2%) 322 = 62%(2 +2%).

Losung Teil 2
g(x) = (22% + 5)% ist auf ganz R differenzierbar und es gilt

4x

/ _lxz -3 . (4g) =
g = a5 = i

Losung Teil 3

Betrachtet man alle x > 0, dann gilt

b (z) =

142 -

22\’ _2z(1+2t) — 423 (a?) 2 — 22°
< > - (1+2%)? o (et

Betrachtet man alle x < 0, dann gilt

b (z) =

—z2 ' _ —2z(l+at) 442 (a?) 2z — 22°
1+at) (14 24)? (I +ah)?
Betrachtet man z = 0, so folgt nach Definition

|z]

h(z) — h - :

lim M — lim 2 — im xim — lim || _
a—0  x—0 a—0 T a—0 (1 + %) a—0 1+ 24

Demnach ist h(z) auf ganz R differenzierbar und es gilt

o5 g
ﬁ fir >0
R (x) = — (Zﬁ_ﬁf)Q fir x<0 .

0 fir =0
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13.5.4 Aufgabe 4
Sei f(z) = 6. Berechne f'(z).

Losung
Es gilt
2
o) = 67 = &8(7) — grtaoso)

Demnach folgt nach der Kettenregel

f(z) = e 108(6) . 9 log(6) = 6 - 2z log(6).

13.5.5 Aufgabe 5

Sei m € Z und ,
flz) = (am)ls),

Bestimme den Definitionsbereich von f(x) und berechne f'(z).

L6sung

f(z) ist fiir alle m € Z nur auf dem |0, oo definiert. Es gilt
flz) = (xm)log(:L’?) — pmlog(z®) _ log(z*™)

sl _ oy e)

Demnach folgt

!/

Jlw) = T8 (log(a®™) - log(x))
_ mlog(z?) 27m1 ll 2m
(o) (22 oga) + 1 tog(a”)

(o) (2m log(z) + 2m log(x))

T

4mlog(x)

mylog(z?)
(@) °

Auch der Definitionsbereich von f’(x) ist ]0, 00[, also ist f(z) auf dem In-
tervall ]0, oo[ differenzierbar und hat die Ableitung f’(z).

13.5.6 Aufgabe 6
Sei f: R — R mit

- xzsin(%) fir x#0
flz) = { 0 fir x=0 "

Zeige, dass f bei 0 differenzierbar ist.
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Losung
Es gilt

limM = limM = lim zsin <1> = 0.

z—0 x—0 z—0 €T z—0

Demnach gilt f/(0) = 0.

13.5.7 Aufgabe 7

Bestimme den Definitionsbereich von f(z) = log(log(z)) und berechne die
Ableitung.

L6sung

Der Logarithmus ist auf |0, co[ definiert, streng monoton steigend und es gilt
log(x) > 0 fur alle x > 1. Demnach ist der Definitionsbereich |1, co.

Nach der Kettenregel gilt

gy = L Lo 1 1
Fla) = log(z) = xlog(x) log(x7)

13.5.8 Aufgabe 8

Zeige mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung, dass
f(x) = sin()

gleichméfig stetig ist.

L6sung
Es gilt zuniichst f/(x) = cos(x) und | cos(z)| < 1.
Seien nun a,b € R, dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein £ € |a, b] mit

£(6) = sin(b) — sin(a)

b—a
Es ist nun zu zeigen, dass gilt:
Ve>03>0Va,yeM: |z—y|l<d = |f(z)— fly) <e
Sei € > 0 beliebig und wihle § = ¢.

= cos(§) < L

Seien z,y € R beliebig und es gelte |x — y| < 4.
Dann folgt

|f() = fy)| = \S?n(fv)—#n(y)\
= W-(fﬂ—y) < lie—yl <6 =c



14  Integration

14.1 Integrationstheorie
Die Integrationstheorie dient zur Definition von integrierbaren Funktionen

und legt fest, wie einem Intervall einer integrierbaren Funktion ein reeller
Wert zugeordnet wird.

A
1@ s

V.

Abbildung 15

Dieser reelle Wert soll dann genau dem Flédcheninhalt unter dem Graphen
auf dem gegebenen Intervall entsprechen.

14.1.1 Definition

Sei [a,b] C R ein Intervall.

Die Funktion f : I — R heiit Treppenfunktion, wenn es ay, .., a, € [a,b]
und ¢y, .., ¢, € R gibt, fiir die gilt:

(1) a=ap<a1 <...<ay=>", also eine endliche Teilung
(2) furalle z €lay_1,a,[ gilt f(z)=c,

Es sei dann

127
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14.1.2 Definition und Satz

Sei F(I) die Menge aller reellen Funktionen auf einem Intervall I.

Dann bezeichnet

7(I)
die Menge aller Treppenfunktionen auf I.
Es gilt:
(1) 7(I) ist ein Untervektorraum von F(I)
(2) aus f € T(I) folgt auch |f| € T(I)
(3) p:7(I)— Rist linear
(4) aus f € T(I), f>0 folgt auch pu(f) >0
(5) aus f,g € T(I), f < g folgt auch u(f) < u(g)
(6) fiir alle f € 7(I) gilt u(f) < u(lf])

14.1.3 Definition
Sei I = [a,b] C R ein Intervall.

f I — R heifit integrierbar, wenn eine der folgenden dquivalenten Aus-
sagen erfiillt ist:

(1) feRU).
(2) f ist Adhérenzpunkt von 7 (I) in (B(I),] ||).

(3) Es gibt eine Folge (fn)nen in 7(I) mit lim ||f, — f|| = 0 sowie mit
n—oo
lim f, = f.

n—oo

Es gilt dann

und es bezeichnet dabei
R(I) := T(I)

die Menge aller integrierbaren Funktionen auf I.
T (I) ist der Abschluf von 7 (I) (siehe 18.4 auf Seite 168).
Es gilt also 7 (1) € R(I).
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1414 Satz 1

Es gilt:

(1) R(I) ist ein Untervektorraum von B([).

(2) Aus f € R(I) folgt auch |f| € R(I).

14.1.5 Satz 2

Die Abbildung p: 7(I) — R ist gleichméBig stetig.

14.1.6 Definition und Satz
Es gibt genau eine stetige Funktion
n:R(I)—R

mit 71l 7y = p.
14.1.7 Definition
Sei f € R(I).

b

[ @ = a)

heifit das Integral von f iiber dem Intervall I = [a,b], f heiit Integrand
und a, b heiflen die Integrationsgrenzen.

Es sollen nun zwei Integrale nur iiber die bisherige Definition berechnet
werden.

14.1.8 Beispiel 1

Es wird das Integral

1
/ zdx
0

nur unter Benutzung der Definition iiber Treppenfunktionen berechnet.

Sei dazu k = 1,..,n und wihle a; = % sowie ag = 0. Weiter sei

c, = flax) = —

Dann gilt
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1 1
—hm (2 n(n + ))
. 1 n 1 1
= lim (= + — = —
n—oo \ 2 2n

14.1.9 Beispiel 2

Es wird nun gezeigt, wie man das Integral

a
1
/ —dx
1 X
flir ein @ > 1 nur unter Benutzung der Definition iiber Treppenfunktionen

berechnen kann.

Sei dazu k = 1,..,2™ und wihle aj, = ( *v/a)" sowie ap = 1. Dann ist dies
eine nicht gleichméBige aber endliche Teilung von [1, a]. Weiter sei nun

e = flap)) = — = -

Man erhélt dann
1 1 k+1 k
~dz = lim — ( 2%) - ( 2%)
/1 €T n—oo kZO (2\/&)]‘C ( )

om_1

= lim Y (*Va-1)
k=0

= lim 2" (*Va—1).

n—oo

Nach 8.1.2 auf Seite 64 ist das aber gerade der Logarithmus von a, somit
erhélt man das Endergebnis

“1
/1 ;dm = log(a).

14.1.10 Satz 3
Die Abbildung iz : R(I) — R ist linear.
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14.1.11 Satz 4
Es gilt:

(1) Aus f e R(I), f > 0 folgt auch fbf(:c)da: > 0.

(2) Aus f,g € R(I), f < g folgt auch f(f) < fi(g).

14.1.12 Satz 5

Jede stetige oder monotone Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

14.2 Stammfunktion

14.2.1 Definition
Sei I = [a,b] C R ein Intervall und sei f : [ — R.

Eine Funktion
F:T->R mit F = f

heifit Stammfunktion von f.

14.2.2 Satz 1
Seien f, f1, fo : I — R Funktionen.
Dann gilt:

(1) Sind F, F; zwei Stammfunktionen von f, so gibt es ein ¢ € R mit
Fy=F+c.

(2) Ist F} eine Stammfunktion von f; und ist Fy ist Stammfunktion von
fo, so ist F} + Fy Stammfunktion von f; + fo.

(3) Ist F eine Stammfunktion von f und ¢ € R, so ist ¢- F' ist Stammfunk-
tion von c- f.

14.2.3 Definition

Sei f:[a,b] — R und sei F : [a,b] — R eine Stammfunktion von f.

Dann gilt fiir das unbestimmte Integral

/f(x) de == F(a).
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14.2.4 Wichtige Beispiele

Es gilt
P 1
/ac"dx = und /xda: = log(z).

n+1

14.3 Rechenregeln
14.3.1 Rechenregeln

Seien f, g : [a,b] — R zwei Funktionen.

Dann gilt:

b b b
(1) [(f+g)dz = [ fdz+ [gda
b b
(2) [(A-f)de =X [fdzr mit AeR
b c b
(3) [fdze = [fdz+ [fdz mit a<c<b

b a
(@) [fde=—[fd

Beweisskizze

Die ersten beiden Aussagen ergeben sich aus der Linearitit der @ Funktion
(siehe dazu 14.1.10).

14.4 Integrationsregeln

Fast alle Integrationsregeln kénnen recht einfach gezeigt werden. Man muss
dafiir jeweils nur die Stammfunktion ableiten und zeigen, dass diese Ablei-
tung genau dem Integranden entspricht. Ein derartiger Beweis der partiellen
Integration ist unter 27.6.4 auf Seite 298 zu finden.

14.4.1 Satz 1 (Integration von Polynomen)
Es gilt fir f(z) = 2" mit n # —1

/f(x)dx = n—1|—1 gL
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14.4.2 Beispiel

Es gilt also zusammen mit den Rechenregeln

1
/x2+2x+2dm = §x3+x2+2x.

14.4.3 Satz 2 (partielle Integration)
Sei I = [a,b] C R und seien f,g: I — R differenzierbare Funktionen.

Dann gilt

[ -9 = sog- [(7-g)an

14.4.4 Beispiel 1
Berechne [ log(z)dz fiir alle z €]0, cof.

Losung
Seien f, g :]0,00[— R zwei Funktionen mit

fl@) = = fllz) =

1
g(z) =log(x) = g'()=3.

Dann gilt

Jros@rds = [ 9@ s = f@)-g@) - [ 9@ s

= z-log(x) — /
14.4.5 Beispiel 2

Berechne [ sin(x)?dx fiir alle z € R.

SHES

L6sung

Seien f,g: R — R zwei Funktionen mit
(@)= —cos(z) = f(z)=sin(z)
g(x) = sin(z) = ¢(x) = cos(x).

Dann gilt

[sn@ras = [ 9

133

dz = z-log(z) — x.
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= —sin(z) - cos(z) + /cos(x)2 dx
= —sin(z) - cos(x) + / 1 — sin(z)? dz

= —sin(z) - cos(x) + x — /sin(gv)2 dz.
Somit folgt

/sin(m)2 dez = —sin(z)-cos(z) +x — /sin(a:)2 dz
2. /sin(x)2 dr = —sin(z)-cos(x) +x

. 1 .
/Sln(ac)2 dz = 5 (x — sin(z) - cos(x)) .

14.4.6 Satz 3 (Substitutionsregel)
Sei f : [a,b] — R integrierbar und sei ¢ : I — R differenzierbar mit a,b € I.
Dann gilt

b ©(b)
/ (@) - (2) de = / f)dz mit oz = ).
a ‘P(a)

Sind keine Grenzen a und b gegeben, so rechnet man mit dem unbestimmten
Integral.
14.4.7 Beispiel

Berechne [ sin(z) - log(cos(z)) dz fiir alle 2 €]0, 5.

L6sung
Seien f,¢ :]0, Z[— R zwei Funktionen mit

f(z) = log(x)

o(x) =cos(z) = ¢'(x)= —sin(x).
Dann gilt

/ log(cos(x)) - sin(z) dz = — / F(o(@)) - o/ (2) da
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14.4.8 Satz 4 (Zahler gleich Ableitung vom Nenner)
Sei f: I — R eine Funktion.

Dann gilt
/ffdz: = log(f).

14.4.9 Beispiel

Berechne [ —tan(z)dz fir alle z €] — 5, 3.

L6sung

Es gilt

/—tan(;l?) de = /—sin(x) dz = log(cos(z)).

cos(z)

14.4.10 Satz 5 (Nenner vom Grad 1)
Seien a,b € R und sei a # 0.
Dann gilt

1 1
dz = -1 b).
/a:l:+b v aog(ax+)

14.4.11 Beispiel

Es gilt
1 1 1 1
/dx = / dz = —log(z —1),
2(x —1) 2) z—1 2

es gilt aber auch

1 1 1
-~ de = [ —dzr = =log(2z—2).
/2(95—1) v /2x—2 v = glog(2r=2)

14.4.12 Satz 6 (rationale Funktionen)

Seien a,b,c € R

Dann gilt

a PBZ A B .
/(x—bxx—c)d"” B /m—d)*(x—e)d'

Dabei erhélt man A, B, d, e € R durch Partialbruchzerlegung.

14.4.13 Beispiel

Berechne [ ﬂ%l dz fiir alle z > 1.

135
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Losung

Fiithrt man fiir ﬁ die Partialbruchzerlegung durch, so erhélt man

11 1 1
2—-1 2\z—-1 zx+1

[ Y
s —1 2\zx—1 z+1
1 1 1 1
- z/m—fm_2/x+1m
= 1log(:lc—l)—llog(ar:—i—l)
2 2
= 1log<x_1>.
2 z+1

14.4.14 Satz 7 (Substituieren)

Sei f: I — R eine Funktion.

und es folgt

Substituiert man innerhalb der Funktion f mit z, dann gilt

/f(x) dr < /f(x) % mit de = dz s dz

z da’

14.4.15 Beispiel

Berechne [ —1— dz fiir alle z €]0, 7[.

sin(x)

L6sung

Es gilt , (o) )
[amte = [aert = [ e

Setzt man nun z := cos(x), dann gilt
,_ dz - dz dz
dx Y sin(z)

/sinl(ac) do = /iui(:g ._si:(zx)

1
- —/1_22dz

= —artanh(z)

z

und somit folgt

= —artanh(cos(z)).

(Siehe Tabelle auf Seite 309.)
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14.5 Hauptsatz der Analysis
14.5.1 Satz 1

Sei f: [a,b] — R stetig und sei F' : [a,b] — R eine Stammfunktion von f.
Dann ist auch G : [a,b] — R genau dann eine Stammfunktion von f, wenn
F — G = c eine Konstante ist.

Beweis

Sei zunichst G eine Stammfunktion von f. Dann gilt F' = f = G’ und somit
(F —G) =0, also ist F'— G = ¢ eine Konstante.

Sei nun F' — G = ¢ eine Konstante. Dann gilt G' = (F —¢)) =F' =f. O

14.5.2 Mittelwertsatz der Integration
Sei f : [a,b] — R stetig und sei a < b.

Dann gibt es ein £ € ]a, b] mit

b
£©)-0-a) = [ fla)da

Beweis

Siehe 27.6.1 auf Seite 297.

14.5.3 Satz 2
Sei f : [a,b] — R stetig und sei a < b.
Dann ist F': [a,b] — R mit

Flz) = /If(t) at

differenzierbar auf [a, b] und es gilt F' = f.

F ist also eine Stammfunktion von f.

Beweis

Siehe 27.6.2 auf Seite 297.

14.5.4 Hauptsatz der Analysis
Sei f : [a,b] — R stetig, sei a < b und sei F eine Stammfunktion von f.

Dann gilt
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Beweis

Siehe 27.6.3 auf Seite 298.

14.5.5 Beispiel

Berechnung des Flécheninhaltes eines Kreises mit dem Radius 1.

A
Jx)

Abbildung 16

Es muss nun folgendes Integral berechnet werden:

/_11 V1-a22dz = [; (ac VI-z2+ arcsin(x))] 11

= 1 (arcsin(1)) — %(arcsin(—l))

- fg;;)(;z)

2

Somit ist der Flicheninhalt des Kreises genau 2 - § = 7.

14.5.6 Satz 3
Sei f'(z) =X f(x) mit A € R.

Dann gibt es ein ¢ € R mit
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14.5.7 Definition (Bogenldnge)
Sei f : [a,b] — R stetig und sei a < b.

Dann wird die Bogenldnge B zwischen a und b definiert als

b
B :/ V14 (f(z))?da.

14.5.8 Beispiel

Berechnung der Kreislinie eines Kreises mit dem Radius 1.
Sei f(x) =1 — 22

Es muss nun folgendes Integral berechnet werden:

1 22 2 |
(2 Y ap = / N S
/_1 <2\/1—m2> 1vV1 — 22

= Jarcsin(z)]!,

- 5-(3)

= T

Somit ist die Kreislinie eines Kreises mit dem Radius 1 genau 2 - 7 = 2.

14.6 Uneigentliche Integration
14.6.1 Definition

Sei a € R, b €]a, 0], sei a < b und sei f : [a,b] — R stetig.

Ist fiir alle ¢ € R mit @ < ¢ < b die Funktion f auf dem Intervall [a, c]
integrierbar und existiert der Grenzwert

lim /Cf(:c) dz,

c—b
dann heiflt f uneigentlich integrierbar und man setze

c—b

c<b

/abf(:v) dz = lim /acf(x) da.

Bemerkung

Es gilt also zum Beispiel

00 b
/ flx)dz = blim f(x)dz

a
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oder

14.6.2 Beispiel

oo

Berechne f x%dm.
1

L6sung

Es gilt

T T
/1dx: [—1] R R Y
. T

14.6.3 Rechenregeln

Es gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir Integrale (siche dazu 14.3.1).

14.7 Fourierreihen und Fouriertransformation

Wie aus der linearen Algebra bekannt sein sollte, bildet die Menge aller
periodischen Funktionen mit den iiblichen Verkniipfungen einen unendlich
dimensionalen Vektorraum. Die Funktionen 1, sin(kx) und cos(kz) fir k € N
bilden eine Basis dieses Vektorraums, somit kann jede periodische Funktion
durch eine Linearkombination dieser Funktionen dargestellt werden. Dies ist
die Idee der Fourierreihen.

Bei der Fouriertransformation kann eine geeignete Funktion in einen soge-
nannten k-Raum transformiert und spéter zuriicktransformiert werden. Ein
grofler Vorteil dabei ist, dass im k-Raum das Ableiten der urspriinglichen
Funktion gerade einer Multiplikation mit k& entspricht.

14.7.1 Fourierreihen

Sei f(x) eine Funktion mit der Periode T und seien weiter

2 [T 2
an, = T/o f(zx) cos T;Mda:,

2 [T . 2mnx
T/O f(x)sin T dz

bn

fiir alle n > 0. Dann gilt

o0
2 2
f(z) = % + ngl (an cos L | by, sin 7;?%) .

T
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14.7.2 Beispiel
Sei
flz) = = fir —-1<z<1 und  f(x+2) = f(x),

f(x) ist also periodisch mit der Periode T' = 2. Nun miissen zunichst die
Folgen berechnet werden, zweckméfligerweise wird dabei von —1 bis 1 und
nicht von 0 bis 2 integriert.

2 [T 2
anp = / f(z) cos Y dx
T Jo
1

T

cos(mnz)  wsin(mnz)]!

= /xcos(wnaﬁ)d:c =
-1

cos(mn)  sin(mn) cos(—wn)  sin(—mn)

n2m2 nmw 71

n2m? nm n2m? nm
cos(mn)  sin(mn)  cos(mn)  sin(wn)
— + — — fry 0’
n?m? nmw n?m? nmw
2 [T 2mnx
b, = T/o f(x)sin 7TT dz
1

sin(mna) @ cos(mnz) ]t

= /xsin(ﬂnaﬁ)dx =
-1

sin(mn)  cos(mn) sin(—mwn) cos(—mn)

n2m? nm 1

n?m? nmw n?m? nm
_sin(mn) cos(wn)  sin(mn)  cos(mn)
- n2q2 nm n?m? nm
2sin(mn)  2cos(mn) 2(=1)" 1 2
- 2.2 = 0- = (=)
n?m nm nm nmw

Die letzte Gleichung vereinfacht sich so stark, da gerade n € NU {0} gilt.

Insgesamt ergibt sich somit

o
2 2
flx) = % —l—; (ancos 7;& + by, sin 7;&>
- 2
= Z ((—1)"+1 - — -sin(ﬂnm)) .
— nm

14.7.3 Fouriertransformation
Sei f: R — R.

Die Fouriertransformation von f(z) ist dann

0 otk
o) = | = pe)s
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und die Riicktransformation ergibt sich aus

00 eika:
f = [ g(k) dk.

NN 27‘("

14.7.4 Beispiel
Sei a > 0 und sei

B 1/a fur —a/2<x<a/2
fal®) = { 0 sonst '

Fiir die Fouriertransformation f,(z) — ¢q(k) in den k-Raum gilt nun

" oo ,—ikz q a/2 1 —ik:zd
galk) = /_oo V2T Jo(@)de = /_a/z a\/27r'e v

1 |: 1 —zkac:| o/2
= . —‘7 . e
av2m ik r=—a/2
1

_ 1 ka2 | 1 ka2
T W ( ik © BT
1

_ ) (e—ika/Q _ eika/Q)

= - 2i-sin(ka/2) =

_— -sin(ka/2),
atkv 2w (ka/2)

2
ak~/2m

da gerade
el _ p—ix

sin(z) = 5
i

gilt (siehe 8.4.1 auf Seite 69).

14.8 Aufgaben
14.8.1 Aufgabe 1

Sei f(x) = x2. Berechne das Integral

/0 1 f(z)dz

nur unter Benutzung der Definition iiber Treppenfunktionen.

Losung

Sei k =1,..,n und wéihle a; = % sowie ag = 0. Weiter sei

a = flag) = <7]i>2
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Dann gilt

1 n
/ 2dz = a(f) = lim g cx(ag — ag—1)
0 n—oo

k=1
kN [k k-1
= nl;n;okzl(n) -5

n 2
. k 1
= Jm > (n> o

= i E —_— = 1 _ E 2
o HIEI;O 1 n3 7}21010 n3 k

k=1
—  lim (13 n(n+1)2n+ 1))
234+ 3n%+n 1
= lim ——f— = —.
n—oo 6n3 3

14.8.2 Aufgabe 2
Sei f(x) = 222 Berechne das Integral

/13 flx)dz

nur unter Benutzung der Definition {iber Treppenfunktionen.

Losung

Sei k =1,..,n und wihle a; = 2n—k + 1 sowie ag = 1. Weiter sei

2%k 2 K2k
Ck:f(ak):2<+1> = 8— +8-+2.
n n n

Dann gilt
3
af) = / 22” dz
1

n
= lim Z ck(ak - ak,l)
n—00
k=1

k=1

"k k

=Kk 2k 2(k —1)
2
n

143
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= lim

6 k2 4
— k 1
o (e RS 1 30)
B 16n )(2n + 1) 16n(n+1) 4n
] M( W, . .
1

2n? n

32 48 16 16
— +—+—+4

+ 6n2 2 2n

n—>oo F
32 6
= 224244 = 17=
6 * 2 7

14.8.3 Aufgabe 3
Sei f(z) = e*. Berechne das Integral

/0 () da

nur unter Benutzung der Definition iiber Treppenfunktionen.
LGsung

Sei k =1,..,n und wihle ap = % sowie ag = 0. Weiter sei

cx = flag) = e/

Dann gilt

1
/Oexdzv = n(f) = lim ch ap — ax—1)

n—o0
=1
E k-1
= i kjn 2 _
= e (1R
n n
1 1 1\F
= 1 k/n . Z — 1im = (;)
Jm ) e = im0 (e

_ (s1/n\n+1
n—oo n 1—el/n

n—oo N T
. 1—e
= lim
n—00 (—1/n)™
m!
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. 1—e¢

= lim

(T g o)
. 1—c¢

= lim T T
1—e

= = e—1.
1 €

145

Bei der Berechnung wurde die endlich geometrische Reihe und die Potenz-

reihe von e” verwendet (siche Anhang auf Seite 308).

14.8.4 Aufgabe 4

Finde eine Stammfunktion zu f(x) = 6z - e 27,

L6sung

Wihle

glo)=-2-¢73" = gx)=c
h(z) = 6x = N(z)=6.

Nach der partiellen Integration gilt

Fz) = / f@yde = [ g()hiz)de

= —12(z+2)- e 3%

14.8.5 Aufgabe 5

Bestimme [ z sin(z) dz.

Losung

Wihle
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Nach der partiellen Integration gilt

/xsin(x) de = /f(a:) g (z)dz

= x-(—cos(x)) — /1 - (—cos(x)) dz
= —cos(z) -z + /cos(x) dz

= —zxcos(z)+ sin(x)

= sin(x) — z cos(x).

14.8.6 Aufgabe 6

Bestimme den Fliacheninhalt F' der Punktmenge oberhalb der x-Achse und

unterhalb des Graphen von f(z) = 1 — 22

L6sung

Esgilt f(—1) =0, f(0) = 1 und f(1) = 0. Die zu untersuchende Punktmenge
ist also
{(z,y) eR?| —1<2<1, 0<y<1—2a%)

Nach dem Hauptsatz der Analysis folgt

! 141" 1 1 1

F = /(1—x2)dx— [x—x?’] = ‘1—-1—1—’ -
-1

14.8.7 Aufgabe 7

Finde eine Stammfunktion zu f(z) =

LGsung

Es gilt

d —x _ T
R © dr = — € dx
et +1 1+e® 1+4+e 2

Somit steht im Z&hler nun die Ableitung vom Nenner und es folgt

F(z) = —/116;33 dz = —log(l+e™™).

14.8.8 Aufgabe 8
Finde eine Stammfunktion zu f(x) = 22v/z3 + 2.
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Losung
Es gilt

1
/a:2\/:c3+2da: = 3/3x2\/a:3+2dx.

Nach der Substitutionsregel folgt nun mit v = 23 + 2 und v’ = 3x? gerade
1 1 2 2
F(z) = 3 32%\/a3 + 2dz = 3/uédu = §u% =3 (23 +2)3.

14.8.9 Aufgabe 9

Finde eine Stammfunktion zu f(x) = sin (%x)

LGsung
Es gilt

. 1 1 . 1
/sm <2x> dr = 2/25111 (233) dzx.

Nach der Substitutionsregel folgt nun mit v = %x und v/ = % gerade

Flz) = 2/;sin (;x> dz
_ Z/Sin(u)du — 2cos(u) = — 2cos (;x>

14.8.10 Aufgabe 10

. . . 2 _
Finde eine Stammfunktion zu f(z) = m%.

L6sung
Es gilt
422 + 132 — 9 4% + 132 -9 A B C

w3 +222 -3z x(x+3)(z—-1) ;+x+3+x—1

und man erhilt durch Partialbruchzerlegung (siehe 6.2 auf Seite 43) gerade
A = 3, B = -1 und C = 2.

Es ergeben sich nun jeweils die Ableitung vom Nenner im Zéahler und somit
folgt

F(x) =

422 + 132 — 9 /3 1 2
Q=5 dr = +
3 4 222 — 3x r z+3 z-1
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1 1 1
= S/dx—/ d:c+2/
T z+3 z—1

= 3log(z) — log(z + 3) + 2log(z — 1)

Bz —1)2
= log (2*) —log(z +3) +1log ((x — 1)?) = log <(1)> :

dx

14.8.11 Aufgabe 11

Finde eine Stammfunktion zu f(z) = e” cos(e®).

L6sung

Nach der Substitutionsregel folgt mit u = v’ = e* gerade

F(z) = /e” cos(e®)dx = /cos(u) du = sin(u) = sin(e”).
14.8.12 Aufgabe 12
Finde eine Stammfunktion zu f(x) = tan(z).

L6sung

Es gilt

[ran@ar = [ 204 — - [

Somit steht im Zé&hler nun die Ableitung vom Nenner und es folgt

Flz) = — / =S 40 = og (cos(a)).

cos(z)

14.8.13 Aufgabe 13

sin(z)+cos(z) )

Finde eine Stammfunktion zu f(z) = cos(2)

Losung

Es folgt durch [ tan(z)dx = —log (cos(z)) gerade

F(z) = /W(m(x)dx - /Sm(:”) da:+/1dx

cos(x) cos(x)

= /tan(a:) der+xz = x—log(cos(x)).



15 Taylorreihen

In diesem Kapitel geht es darum eine gegeben Funktion durch eine Potenz-
reihe darzustellen. Dabei muss untersucht werden, wo die gefundene Reihe
tiberall konvergent ist.

Die Darstellung einer Funktion in ihrer Potenzreihe hat den groflen Vorteil,
dass man summandenweise differenzieren und integrieren kann und somit
auch zum Beispiel die Stammfunktion einer komplizierten Funktion finden
kann.

15.1 Hodhere Ableitungen

15.1.1 Definition
Sei M C R.

Eine Funktion f : M — R heifit n-mal stetig differenzierbar, wenn sie n-
mal differenzierbar ist und wenn die n-te Ableitung stetig ist. Es bezeichnet

C*(M)
die Menge aller n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf M. C™(M) ist
dann ein Untervektorraum vom Raum aller Funktionen auf M.
Fiir n = 0 gilt stets f(© = f.
Weiter bezeichnet -
Ce(M) = () C(M)
n=0

die Menge aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf M. Eine
Funktion f € C*°(M) heifit dann auch glatt.

15.1.2 Satz 1

Sei M C R und seien f,g: M — R zwei n-mal differenzierbare Funktionen
mit n € N.

149
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Dann ist (f - g) ebenfalls n-mal differenzierbar und es gilt
n . n n—
(f-g)™ = Z (k,‘)f(k)g( k)
k=0

Beweisskizze

Der Beweis verlduft ganz analog zum Beweis der binomischen Formel.

15.2 Definitionen und Satze

15.2.1 Taylorpolynom

Sei f: R — R n-mal differenzierbar, dann heifit

") (g

das n-te Taylorpolynom von f bei a.

Erklarung
Das Taylorpolynom

LG VRS O Ve

() = f(@)+1 >

nihert sich der Funktion f(x) in einer Umgebung von a beliebig nahe an.
Dabei gilt:

po(x) ist die Parallele zur z-Achse durch den Punkt (a, f(a)),
p1(x) ist die Tangente an f durch den Punkt (a, f(a)),
pa2(x) ist die Ndherungsparabel, die f bei dem Punkt (a, f(a)) tangiert,

15.2.2 Restglied

Das so genannte Restglied wird definiert durch

Rp(x) = f(z) = pn(z).
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15.2.3 Satz von Taylor

Ist f n-mal differenzierbar, so gilt

f(x) = pu(2) + Ro(2)
= f(x)—l—%(w—a)l—i—...—i—

wobei sich das Restglied R, (z) auf folgende Weisen darstellen l&sst:

f"(a)

n!

(x —a)" 4+ Ry(x),

Lagrange Restglied

f(n+1) ¢ .
Ruta) = £ @ o
mit £ zwischen a und z.
Schlémilchsches Restglied
(n+1)
Ro(@) = L8 apefe - goen

mit £ zwischen a und x und einem bleibigen ¢ € Nmit 1 < g <n + 1.

Cauchysches Restglied

(n+1)
Ro(e) = 1O oy g

n!
mit £ zwischen a und .

15.2.4 Taylorreihe

Ist f unendlich oft differenzierbar, dann heif3t

2 f®(a "(a "(a
S D6 o = g+ D0 oy E gt
k=0

k 1! 2!

die Taylorreihe von f bei a.
Es gilt

£k (g
flz) = Zf k'( )(.Z‘—CL)k & lim R,(z) = 0.

k=0

15.2.5 Potenzreihen und Taylorentwicklung

Kann eine Funktion f(z) durch eine derartige Reihe dargestellt werden, so
ist diese Reihe die Potenzreihe der Funktion f(x).

Umgekehrt sollte zur Taylorreihenentwicklung nach Moglichkeit auf eine be-
kannte Potenzreihe zuriickgegriffen werden (siehe Seite 308).
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15.3 Erklarendes Beispiel

Sei f(x) = ze®. Untersuche, ob f durch ihre Taylorreihe bei a = 0 dargestellt
werden kann.
Behauptung

f ldsst sich auf ganz R durch ihre Taylorreihe

o0

1

f(z) = ze® = ;(n_l)'x"

darstellen.

Beweis

Es gilt
f(@) ze® - f(0) 0
fll@) = (Q+a)e” —  [f(0) = 1
Fl@) = @+mer - f0) = 2
Oy = B+xe* — fO0) = 3
fW@) = (@ta)e — [O0) = 4
£ () - (n+z)e® — fM0) = n

1 2 3 n
flz) = ﬂx+ix2+§x3+...+mx"+Rn(x)

Nach dem Lagrange Restglied gilt

f(n+1) (5) n+l __ (’I’L + 1 + 5)66 xn—l—l

Bale) = 0™ = gD

Zu zeigen ist nun noch, dass R, (z) fiir alle x € R gegen 0 konvergiert:

mn—i—l 00

:IZ”+1 n

n
Ru(a)] = |zeft%s v et ") < a- ot
n.

Dl =Y T 0

Damnach kann f auf ganz R durch ihre Taylorreihe dargestellt werden. O
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15.4 Konvergenzradien

15.4.1 Definition

Hat man eine Potenzreihe in der Form

Z ap(z — a)®
k=1

gegeben, so gibt es folgende Moglichkeiten fiir den Konvergenzbereich:
(1) Die Reihe konvergiert nur im Entwicklungspunkt a.
(2) Die Reihe konvergiert fiir alle z € R.

(3) Die Reihe konvergiert auf dem Intervall |a — 7, a + [ und eventuell in
einem oder in beiden Randpunkten.

[e.e]
Dabei heifit » der Konvergenzradius der Potenzreihe Y aj(z — a)¥. Es
k=1
gilt
_ 1 _ 1
lim {/]ag| lim |21 |
k—oo k—oo | %k

Bei r = 0 konvergiert die Potenzreihe demnach nur im Entwicklungspunkt
a und bei r = oo auf ganz R.

15.4.2 Beispiele

(1) Sei
- L ok
> CEE >
k=1 k=1

die Potenzreihe aus dem erkldrenden Beispiel. Dann gilt

1 1 1 k—o0
r = = = - =k — o0
ar41 (k*l)' l
ay ‘ k! ‘ k

Also ist die gegebene Potenzreihe auf ganz R konvergent.

(2) Sei
(o] (e,
Z Kok = Z akazk.
k=1 k=1
Dann gilt
1 1 k—o0
r = = - —_—> 07

VAL

demnach ist die gegebene Potenzreihe nur in ihrem Entwicklungspunkt
0 konvergent.
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(3) Sei
— 2 4 —
e = Z apx
k=1 k=1
Dann gilt
1 Uk oo

(siehe Seite 308), also ist die gegebene Potenzreihe auf ganz R konver-

gent.
(4) Sei
[e.e] o)
Zk25k($—2)k = Zak(x—Q)k.
k=1 k=1
Dann gilt
1 1 1 k—oo 1
k = o2rk = 2 - g’
V |ag| V k<5 5. (W)

demnach ist die gegebene Potenzreihe schon einmal auf ] 2 11[ kon-
vergent und es miissen nur noch die beiden Randpunkte untersucht
werden. Es ergeben sich die beiden Reihen

00 k 00 00 k 00
§jk¥5k<—;> = > (-1 und }:k?5k<;> = > K,
k=0 k=0 k=0 k=0

die beide divergent sind. Daher ist der gesuchte Konvergenzbereich

genau ]g, % [

15.5 Aufgaben

15.5.1 Aufgabe 1
Sei f(z) = e*. Berechne die Taylorreihe bei a = 0.

L6sung
Fiir alle n € N gilt f("(z) = €%, also f™(0) = ¢¥ = 1. Da f(z) demnach
unendlich oft differenzierbar ist, folgt

00 (k;)o / an (3)0
SOy SO, SO SO0

T .’E2 $3 1'4

= Ittty

Die Taylorreihe von f(z) = e® ist also Zo .
n=
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15.5.2 Aufgabe 2

Sei f(z) = log(z). Finde das Taylorpolynom von f bei a = 1 und untersuche,
ob f durch ihre Taylorreihe bei a = 0 dargestellt werden kann.

L6sung

Es gilt
flx) = log(z) - 1) =0
fll@) = 1 - S =1

@) = —& - (1) = (1)

fO@) = % — f®a) = 2

fWa) = -5 - Q) (-6)

@) = (- E - f00) = ()
Demnach ist das Taylorpolynom von f(z) bei a = 1 fiir ein gerades n
f@) = @)@ a1 P ey R

_ n (_1)k+1 1k R
= ZT(fU— )"+ Ry ().

k=1
Um festzustellen, wann f durch ihre Taylorreihe
(_1 n+1

Z 71 (x—1)"

n=1

dargestellt werden kann, muss untersucht werden fiir welche x € R ein Rest-
glied gegen 0 konvergiert.

Mit dem Lagrange Restglied

FE)
(n+1)!

(12 1
(n+1) &l

Rn(l') — (.CC— 1)n+1 _ (x_ 1)n+1

stellt man fest, dass fiir alle z € [1,2] das Restglied gegen 0 konvergiert:

1 -
Ru(z) < —(z—1)"" < = i 0
n n

Mit dem Cauchyschen Restglied

(n+1)
R~ 1

n!

(z -1z -&" = (1) ——(
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stellt man fest, dass fiir alle z €]0, 1] das Restglied gegen 0 konvergiert:

-1 " -1 00
R <§‘1) S T

Demnach gilt fiir alle 0 < z < 2
(_1 n+1

f@) = log(e) = S (@ 1)

n=1
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16 Normierte Raume

16.1 Definitionen und Satze
16.1.1 Definition

Sei E ein Vektorraum iiber einem Korper K.

Eine Abbildung
I:E—K

heifit Norm auf E, wenn fiir alle a,b € F und A € K gilt:
(NOR1) Jal| > 0

(NOR2) Jja||=0 < a=0

(NOR3) [[Aal[ = [A[- [lal

(NOR4) [[a+0|| < [lall + [[b]]

(E, || |I) heiBt dann normierter Raum.

Bemerkung

Die Definition einer Norm wurder bereits in 12.3.1 auf Seite 108 eingefiihrt
und wurde an dieser Stelle nur wiederholt.

16.1.2 Standardnormen

Wichtige Standardnormen auf R mit z = (x1, .., z,) € R" sind:

llz||1 = |z + -+ |xn] 1-Norm

lz]l2 = Zn: z? 2-Norm, euklidische Norm
121

lzll, = Z; xf p-Norm

|z)cc = max{]xi\ i=1,--- ,n} Supremumsnorm

158
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16.1.3 Definition und Satz

Sei F ein n dimensionaler Vektorraum, zum Beispeil £ = R™, und sei a € F.
B¥(a) == {s€B| o —ali<c]

heilt e-Ball um a beziiglich einer Norm || ||.

&
b

Abbildung 17
Es gilt fiir alle z,a € E:

(1) lzlloo < llzll2 < lzfls < nll2lle

(2) BM(a) c B?(a) c B (a) c BY(a).

Beweis
Die Behauptungen werden nur fiir £ = R" gezeigt.

Sei also © = (21, ..,2,) € R", dann gilt

jzi| = /a7 < |zl2

fiir alle ¢ € {1,..,n} und somit folgt ||z|/c < ||z||2. Weiter gilt

n n 2
o} = 3"a? < (z) i
i=1 =1

also auch ||z]|2 < ||z]/1. Gemeinsam mit

n

i = > lail < nmax{zi,..z} = nfeleo

i=1

folgt nun gerade die erste Behauptung. Die zweite Aussage folgt direkt aus
der ersten. O
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16.1.4 Operatornorm

Seien F, F' normierte Rdume und sei
¢ € Homg(E,F) = {f:E — F | f ist linear}.

Die Operatornorm wird auf dem Vektorraum Hompg (F, F') definiert durch

lell = sup{p(w) | [Jull <1}
16.1.5 Definition
Sei E ein Vektorraum und seien || ||, ||" zwei Normen auf E.
Die Normen || || und || || heilen dquivalent, wenn gilt:

Ik1>0VacE: |a| <lalllla] < k|all’

16.1.6 Satz 1

Auf einem endlich dimensionalen reellen Vektorraum sind alle Normen &qui-
valent, das heifit sie erzeugen dieselbe Topologie (siche Seite 163).

Beweisskizze

Man zeigt, dass jede beliebige Norm &quivalent ist zur euklidischen Norm
|| [|]2. Daraus folgt dann die Behauptung.

16.1.7 Definition
Sei E ein Vektorraum und sei p : E — R eine Abbildung.

p heifit sublineares Funktional, wenn gilt:
(1) fiir alle a,b € E gilt p(a+b) < p(a) + p(b)
(2) fir alle @ € E und alle A > 0 gilt p(Aa) = Ap(a)

16.1.8 Satz 2

Jede Norm und jede lineare Abbildung ist ein sublineares Funktional.

16.2 Hilbertraume

16.2.1 Definition
Sei E ein Vektorraum iiber einem Korper K.

Eine Abbildung
(,):ExFE—-K
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heifit Skalarprodukt oder inneres Produkt auf E, wenn fiir alle a,b,c €

und alle A\, 4 € K gilt:

(SKP1) (a,a) >0 fallsa #0

(SKP2) (Aa+ pb,c) = Aa,c)+ u(b,c)
(SKP3) (a,b) = (b,a)

(E,( ,)) heifit dann prdhilbert Raum.

16.2.2 Cauchy-Schwarz Ungleichung
Sei ( , ) ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum F.
Dann gilt fiir alle a,b € F gerade

’(a7 b)‘ < (CL, a) ’ (b7 b)

mit Gleichheit genau dann, wenn a und b linear abhéngig sind.

16.2.3 Definition und Satz
Sei (E,( , )) ein préhilbert Raum.

Dann wird durch
lzl = V(z,2)

eine Norm definiert.

(E,(, )) heifit Hilbertraum, wenn er beziiglich dieser Norm einen Banach-

raum bildet, wenn er also vollsténdig ist.

16.2.4 Beispiel

Der Vektorraum R” bildet mit der durch das Standardskalarprodukt

n
(,y) = Z ZiYi
i=1

gegebenen Norm einen Hilbertraum.

16.2.5 Satz 1

Fine Norm wird genau dann von einem Skalarprodukt erzeugt, wenn die

Parallelogramm- Regel
lz +ylI” + llz =yl = 2[|z[* + 2]y

erfillt wird.
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16.3 Aufgaben
16.3.1 Aufgabe 1

Sei x = (x4, ..,x,) € R™.

Losung

Es gilt

zll =

16.3.2 Aufgabe 2

Sei & = (x1,..,x,) € R™.

Losung

Es gilt

214

Zeige, dass ||z]|2 < v/nl|z||eo gilt.

\Jxi+ . a2
\/n~max(m%,..,:z:%)

Vvn y/max(z?, .., 22)

Vvn max(z1,..,2,) = V1|7 s

Zeige, dass ||z]|1 < /n||z||2 gilt.

= > (ail-1)

i=1
< lellz - (1L - Dl
n
Y12 = Valal.
i=1

= |zl2

Dabei folgt die Ungleichung gerade aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung.



17 Topologische Raume

17.1 Definitionen

17.1.1 Definition

Sei M eine nicht leere Menge.

Eine Teilmenge 7 C P(M) der Potenzmenge von M heifit Topologie, wenn
gilt:

(TOP1) M,0eT.

(TOP2) Mit Uy, Uz € T ist auch Uy NUs € T.

(TOP3) MitU; €T furi=1,..,nist auch Uy U..UU, € 7.

(M, T) heiit dann topologischer Raum.

Oft kiirzt man diese Schreibweise (M, 7) ab und schreibt einfach nur M.

17.1.2 Beispiele

Sei M eine beliebige nicht leere Menge.

(1) 7 ={0,M} ist die chaotische Topologie.
(2) 7 =P(M) ist die diskrete Topologie.

(3)
7 ={UcM|3e>03zeM: Bx)=U}
ist die nattirliche Topologie, also die von einer Norm gelieferte To-
pologie.
17.1.3 Satz 1

Auf R” liefern || ||1,]| ||2 und || ||~ die natiirliche Topologie.

17.1.4 Definition
Seien §,7 zwei Topologien auf M.
S heifit feiner als 7 und 7 heifit grober als S, wenn § C 7T gilt.

163
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17.1.5 Spurtopologie

Sei (M, T) ein topologischer Raum und sei N C M eine nicht leere Teilmen-
ge.
Dann ist auch (N, 7y) mit

Iv = {UNN|UeT}

ein topologischer Raum und heifit die Spurtopologie auf N.

17.1.6 Bemerkung

Die Topologie beschreibt die ” Geometrie der Lage” von unterschiedlichen
Objekten. Sie vergleicht Objekte, die gedehnt, verdreht oder deformiert wur-
den, interessiert sich jedoch anders als die Geometrie nicht fiir Léngen und
Winkel.

Um sich den Begriff der Topologie zu veranschaulichen, kann man sich ein
Objekt aus einem Gummituch vorstellen. Alle Objekte, die aus diesem Gum-
mituch durch spannen, ziehen und verdrehen entstehen, sind topologisch
nicht zu unterscheiden.

Demnach ist ein Kreis beispielsweise topologisch dquivalent zu einer El-
lipse, eine Kugel ist dquivalent zu einem Ellipsoid und sogar eine Tasse mit
einem Henkel ist topologisch dquivalent zu einem Doughnut.

Die Linie einer Acht ist jedoch nicht dquivalent zu einem Kreis — wie man die
Kreislinie auch deformiert, niemals erhélt man eine Acht — auch ein Gum-
mituch miisste zerrissen und wieder neu verkniipft werden.

(Eine genaue Definition von topologisch dquivalent siehe 19.1.4 auf Seite
181.)

17.2 Von der Norm zur Topologie

(Siehe dazu Kapitel metrische Rdume auf Seite 76.)

Norm "=l yfegrie 29 Topologie

Sei || - || eine beliebige Norm auf einer Menge M. Definiert man d(z,y) :=
llx—y||, so wird aus der Norm eine Metrik. Die Teilmengen von M, die durch

den Ball und die Metrik B.(z) = {a € M | d(a,x) < e} definiert werden,
bilden dann die natiirliche Topologie auf M.



18 Topologie

Die folgenden Definitionen, Begriffe und Beispiele beziehen sich teilweise nur
auf metrische- oder nur auf topologische Ridume, sind aber im Allgemeinen
durch kleine Anderungen fiir beide Rdume giiltig.

Ebenso ist auch darauf zu achten, dass sich einige Sétze nur auf R beziehen,
andere hingegen auf jeden endlich dimensionalen reellen Vektorraum F.

18.1 Offene Mengen
18.1.1 Definition

Sei (M, d) ein metrischer Raum.

U C M heifit offen, wenn es zu jedem a € U auch ein € > 0 gibt, so dass
gilt:
B.(a) = {x € M | d(a,z) <e} C U.

Sei (M, T) ein topologischer Raum.
U C M heifit offen, wenn U € T gilt.

18.1.2 Beispiele
(1) M und 0 sind offen in M.

(2) Ja,b[C R ist offen in R.

18.1.3 Satz 1

Sei M ein topologischer bzw. metrischer Raum, sei I eine endliche Index-
menge und seien U,V sowie U; beliebige offene Mengen in M.

Dann gilt:
(1) UnNV ist offen in M.

(2) U U, ist offen in M.
iel
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Beweis

Die Behauptung wird nur fiir einen metrischen Raum gezeigt, fiir topologi-
sche Raume folgt dieser Satz aus der Definition einer Topologie.

Sei zundchst £ € U NV beliebig. Dann gilt z € U und = € V und demnach
gibt es ein &/ > 0 mit B/ (z) C U sowie ein €” > 0 mit B.v(x) C V. Sei nun
e = min{e’, "}, dann gilt B.(z) € U NV und dies zeigt gerade die erste
Behauptung.

Sei nun x € |J U; beliebig. Dann gilt auch x € U; fiir mindestens ein i € I.

icl
Demnach gibt es dann ein € > 0 mit B.(z) C U; und es folgt dann auch
B.(z) ¢ U U;, was die zweite Behauptung zeigt. O
el
18.1.4 Satz 2

Seien M, N topologische bzw. metrische Rédume.

Fine Abbildung f : M — N ist genau dann stetig, wenn zu jeder offenen
Menge V C N auch f~1(V) offen in M ist.

18.2 Abgeschlossene Mengen
18.2.1 Definition

Sei M ein topologischer bzw. metrischer Raum.

A C M heifit abgeschlossen in M, wenn M \ A offen ist.

18.2.2 Beispiele
(1) M und 0 sind abgeschlossen in M.

(2) [a,b] C R ist abgeschlossen in R.

18.2.3 Folgenkriterium
Sei M ein topologischer bzw. metrischer Raum.

A C M ist abgeschlossen, wenn der Grenzwert jeder konvergenten Cauchy-
folge (an)nen in A auch in A liegt.

18.2.4 Beispiel
Sei A =]0,1] und sei a, = L.

Dann ist (a,)nen eine Folge in A, da fiir alle n € N auch a,, € A gilt.
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Da der Grenzwert von (a,) = 0 aber nicht in A liegt, ist A nicht abgeschlos-
sen.

18.2.5 Satz 1

Sei M ein topologischer bzw. metrischer Raum, sei I eine endliche Index-
menge und seien A, B sowie A; beliebige abgeschlossene Mengen in M.

Dann gilt:
(1) AU B ist abgeschlossen in M.

(2) () A; ist abgeschlossen in M.
i€l

Beweisskizze
Die Behauptung folgt aus der Komplementbildung und dem entsprechenden
Satz fiir offene Mengen.

18.2.6 Satz 2

Sei M ein metrischer Raum.

A C M ist genau dann abgeschlossen in M, wenn alle Haufungspunkte von
A auch in A liegen.

(Siehe Héufungspunkte auf Seite 102.)

18.2.7 Satz 3

Seien M, N topologische bzw. metrischer Rdume.

Fine Abbildung f : M — N ist genau dann stetig, wenn zu jeder abgeschlos-
senen Menge V C N auch f~1(V) abgeschlossen in M ist.

18.3 Beschrinkte Mengen
18.3.1 Definition

Sei E ein endlich dimensionaler Vektorraum.

M C FE heifit beschdnkt, wenn es zu jedem a € M ein ¢ > 0 gibt, so dass
M C Bc(a) gilt.

18.3.2 Satz 1
Seien FE, F' endlich dimensionale Vektorrdume und sei f : £ — F' linear.

Dann ist M C E genau dann beschrinkt, wenn f(M) beschréinkt ist.
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18.3.3 Satz 2

Die Menge
[al,bl] X ... X [an,bn} c R”

mit a;,b; € R fiir ¢ = 1, .., n ist beschrankt.

18.4 Das Innere und der AbschluBB
18.4.1 Definition

Sei M ein topologischer bzw. metrischer Raum und sei a € M.

U C M heiit Umgebung von a in M, wenn eine der folgenden dquivalenten
Aussagen erfiillt ist:

(1) Es gibt ein £ > 0 mit B:(a) C U.
(2) Es gibt eine offene Menge VC M mit a € V und V C U.

Eine Umgebung von a in M ist also eine offene Teilmenge von M, die den
Punkt a enthélt.

18.4.2 Definition und Satz

Sei M ein topologischer bzw. metrischer Raum und sei A C M beliebig.

A° heifit das Imnere von A, wenn eine der folgenden dquivalenten Aussagen
erfiillt ist:

(1) A°ist die groBte offene Menge in A.

(2) Esgilt A°={x € M | A ist eine Umgebung von z}.

A heiBt der Abschluf$ von A, wenn eine der folgenden #quivalenten Aussa-
gen erfillt ist:

(1) A ist die kleinste abgeschlossene Menge in A.

(2) Esgilt A= {x € M | fiir alle Umgebungen U von z gilt U N A # (0},
Bemerkung

Es gilt
A= M\(M\A"°.
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18.5 Hausdorffscher Raum

18.5.1 Definitionen
Sei (M, T) ein topologischer Raum.

M heifit Hausdorff, wenn es zu allen a,b € M mit a # b zwei Teilmengen
U,V C M gibt, so dass gilt:

(1) U ist eine Umgebung von a
(2) V ist eine Umgebung von b
3) UnV =10

Die Menge M und die dazugehorige Hausdorff (M, 7) heiit dann Haus-
dorffscher Raum.

18.56.2 Satz 1

Jede von einer Metrik gelieferte Topologie 7 ist eine Hausdorff.

Beweis

Seien a,b € M, sei a # b und sei d(a,b) = ¢ > 0. Weiter seien

U = B.(a) und V = B.s(b).

Abbildung 18

Mit diesen beiden Umgebungen gilt nuna € U, b€V und UNV =0. O

18.5.3 Satz 2
Sind M, N Hausdorff, dann ist auch M x N Hausdorff.

18.6 Zusammenhangende Mengen

18.6.1 Definition

Sei M ein topologischer bzw. metrischer Raum.
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Z C M heifit zusammenhdngend, wenn fiir alle offenen Mengen U,V C M
mit

Zc(Uuv) und ZNUNV =10
gilt:
zZCcU oder ZCV
18.6.2 Beispiele

(1) [a,b] C R ist zusammenhéngend.

(2) Ja,b[C R ist zusammenhéngend.

18.6.3 Satz 1
Sei Z C R.

Dann ist Z genau dann zusammenhéngend, wenn Z ein Intervall ist.

18.6.4 Satz 2

Seien M, N topologische bzw. metrische Rédume, sei f : M — N stetig und
sei Z C M zusammenhéngend.

Dann ist auch f(Z) zusammenhéngend.

Beweis

Siehe 27.7.1 auf Seite 299.

18.6.5 Satz 3

Seien M, N metrische Rdume und seien Z; C M sowie Zs C N zusam-
menhéngend.

Dann ist auch Z; X Zy C M x N zusammenhéngend.

18.6.6 Definition

Sei M ein topologischer bzw. metrischer Raum.

Z C M heifit einfach zusammenhdngend, wenn Z zusammenhidngend
ist und sich jede geschlossene Kurve in Z zu einem Punkt zusammenziehen
l&sst.

Fine einfach zusammenhéingende Menge hat also keine ” Locher”.

Beispiel

R2\ {0} ist nicht einfach zusammenhingend.
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18.6.7 Satz 4
Es gilt:

Z ist einfach zusammenhidngend =  Z ist zusammenhédngend

18.7 Wegzusammenhangende Mengen

Abbildung 19

18.7.1 Definition

Ein Weg von a nach b in einem metrischen Raum M ist eine stetige Funktion
f:00,1] = M

mit f(0) =a und f(1) =b.

18.7.2 Definition

Sei M ein metrischer Raum.

Z C M heifit wegzusammenhdngend, wenn es zu allen a,b € Z einen Weg
von a nach b in Z gibt.

18.7.3 Satz 1
Sei M ein metrischer Raum und sei Z C M. Dann gilt:
Z ist wegzusammenhingend =  Z ist zusammenhéingend
18.7.4 Satz 2
Sei M ein metrischer Raum und sei Z C M offen. Dann gilt:

7 ist wegzusammenhingend <& 7 ist zusammenhingend
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18.7.5 Beispiel 1

Die nicht offene Menge

M = ({0} x [~1,1]) U {(m sin(i)) ’x>0} c R2

ist zusammenhéngend, aber nicht wegzusammenhéngend.

|

12 X

Abbildung 20

18.7.6 Beispiel 2

Zeige, dass A = {x € R" | ||z|| < 1} wegzusammenhéngend ist.

L6sung
Seien a,b € A beliebig und sei
f:00,1] — R"
t = (1—t)-a+t-b
ein Weg von a nach b.
Es ist also zu zeigen, dass dieser Weg in A liegt, es muss also fiir alle t € [0, 1]

gerade ||f(t)]| <1 gelten:

LFOI = [[(1=t)a+ b
DUG

— t)l|all + ¢oll

(
(L —t)all + |20
1
1—t)+t

IN
—_~
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18.8 Kompakte Mengen

18.8.1 Definitionen
Sei M ein topologischer Raum und sei K C M.

U heiBt offene Uberdeckung von K, wenn U/ C T und K ¢ |J U gilt.
Ueld

W C U heifit Teiliiberdeckung von K, wenn K C |J V gilt und W eine

Vew
endliche Menge ist.

K C M heifit kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung von K auch
eine endliche Teiliiberdeckung von K gibt.

18.8.2 Beispiele
(1) [a,b] C R ist kompakt.

(2) Endliche Mengen sind kompakt.

18.8.3 Satz 1

Die Vereinigung von endlich vielen kompakten Mengen ist wieder kompakt.

18.8.4 Satz 2

K C Rist genau dann kompakt, wenn K zusammenhéngend und abgeschos-
sen ist.

18.8.5 Satz 3

Sei M ein topologischer bzw. metrischer Raum und sei f : M — R eine
stetige Abbildung.

Ist K C M kompakt, dann ist f(K) beschrankt und abgeschlossen.

18.8.6 Satz 4

Sei M ein metrischer Raum und sei f: M — R eine stetige Abbildung.
Ist K C M kompakt, dann ist f gleichméBig stetig auf K.

Beweis

Siehe 27.7.2 auf Seite 299.
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18.8.7 Satz b
Seien M, N metrische Rdume.

Sind K1 C M sowie K9 C N kompakt, dann ist auch K1 x Ko C M x N
kompakt.
18.8.8 Satz 6

Sei M ein topologischer bzw. metrischer Raum.

Ist K C M kompakt, dann ist K abgeschlossen in M.

Beweis

Siehe 27.7.3 auf Seite 300.

18.8.9 Satz 7

Sei M ein topologischer bzw. metrischer Raum.

Ist K € M kompakt und ist A C K abgeschlossen in M, dann ist auch A
kompakt.

Beweis

Siehe 27.7.4 auf Seite 300.

18.8.10 Satz von Heine-Borel

Sei E ein endlich dimensionaler Vektorraum und sei K C E.

K ist genau dann kompakt, wenn K beschrankt und abgeschlossen ist.

Beweis

Siehe 27.7.5 auf Seite 301.

18.8.11 Satz 8

Seien M, N topologische bzw. metrische Riume, sei f : M — N stetig und
sei K C M kompakt.

Dann ist auch f(K) kompakt.

Beweis

Siehe 27.7.6 auf Seite 301.
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18.8.12 Bemerkung

Es ist darauf zu achten, dass bei offenen bzw. abgeschlossenen Mengen gera-
de die Urbilder unter einer stetigen Abbildung wieder offen bzw. abgeschlos-
sen sind.

Bei zusammenhéngenden bzw. kompakten Mengen sind gerade die Bilder
unter einer stetigen Abbildung wieder zusammenhéingend bzw. kompakt.

Siehe dazu 18.1.4, 18.2.7, 18.6.4 und 18.8.11.

18.8.13 Beispiel

Seien
S0 = {-1,1}
St = {(z1,22) € R? | x% —|—m% =1}
St = {(zy,...,2) ER | 2F+ ... + 22 =1}

die n — 1 dimensionalen Sphéren.

Dann ist zum Beispiel S; x S; abgeschlossen und beschréankt, also auch
kompakt.

18.9 Aufgaben
18.9.1 Aufgabe 1

Sei A zusammenhingend und sei
A C B cC A

Zeige, dass dann auch B zusammenh&ngend ist.

Losung
Annahme: B ist nicht zusammenhéingend.
Dann gibt es zwei nicht leere offene Mengen M und N, so dass gilt:

BNM#0 uwnd BNN#() und BCMUN und BNMNN=1{)

Dann gibt es aber auch ein b; € A und ein by € A, so dass M eine Umgebung
von by und N eine Umgebung von by ist.

Also gibt es auch ein a; € ANM und ein as € ANN und es gilt ANM # ()
und AN N # 0.

Somit wiare auch A nicht zusammenh#ngend und man erhélt einen Wider-
spruch.
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18.9.2 Aufgabe 2

Sei M ein topologischer Raum, sei K C M kompakt und sei A C K eine in
M abgeschlossene Menge.

Zeige, dass dann auch A kompakt ist.

L6sung
Sei U eine beliebige offene Uberdeckung von A. Dann ist
Uu {M\A}

eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, existiert dazu eine
endliche Teiliiberdeckung, das heifit es gibt Uy, .., U,, € U mit

K C OU,,U{M\A}.

v=1

Dann ist aber auch

A C OUV,

v=1

also ist {Uy,..,U,} auch eine endliche Teiliiberdeckung von A.

Demnach ist A kompakt.

18.9.3 Aufgabe 3
Sei M =R und sei K =]0,1[C M.
Zeige, dass K nicht kompakt ist.

Losung

Sei U = {U, | n € N} mit U, = |5, 2], das heiBt es gilt

3n?
1 11 11
= |=.1 = |-, — = |-, =
Ul :|3a |:7 U2 :|672|:a U3 :|973|:7

Dann ist U eine offene Uberdeckung von K.

Sei nun W C U beliebig, aber endlich. Dann gibt es ein maximales m € N
mit U, € W.

Demnach ist W eine endliche Teiliiberdeckung von U.
1

U= Ja]

Vew m

ist aber keine Uberdeckung von K.

Somit ist K nicht kompakt.
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18.9.4 Aufgabe 4

Sei M ein topologischer Raum und seien A, B C M. Zeige, dass dann
AUB = AUB

gilt.

L6sung

Nach der DeMorganschen Regel folgt

AUB = M\(M\(AUB))O
(M\A M\B))
- (M\A M\B))
= M\(M\A°UM\(M\B® = AUB.

18.9.5 Aufgabe 5
Sei M ein topologischer Raum und seien A, B C M.
Konstruiere ein Beispiel, bei dem die Mengen

AN B, AN B, ANB, ANB
paarweise verschieden sind.
Lésungsbeispiel

Sei M = R und seien

Dann gilt:

oo
O D

NS
D D
@ @

18.9.6 Aufgabe 6
Bestimme den Abschlufl der Menge

M = {(:J:,y)GRQ‘x>O, yzx-sin(i)}

im R? unter jeder der Normen || [|1, || [l2 und || ||o-
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Losung

Auf dem endlich dimensionalen Vektorraum R? sind alle Normen #iquivalent,
daher ist es egal, welche Norm betrachtet wird.

Es ist leicht einsichtig, dass der Graph von
. (1 .
f(x) = x-sin () fiir alle x > 0

zum Abschlufl von M gehort.
Es gilt
lim f(z) = 0,

xz—0

z>0
daher bleibt noch der Punkt (0,0) zu untersuchen.
Fiir jedes € > 0 gilt aber
B.(0,0) UM # 0,

daher gehort auch der Punkt (0,0) zum Abschlul von M und es gilt

M = {(m,y)GRQIxZO, yzx-sin<1>}.

X

18.9.7 Aufgabe 7
Bestimme den Abschlufl der Menge
M = {(z,y) eR? |2€Q, y < —2°}

im R? unter jeder der Normen || [|1, || [l2 und || ||oc-

Losung

Auch hier gilt: auf dem endlich dimensionalen Vektorraum R? sind alle Nor-
men dquivalent, daher ist es egal, welche Norm betrachtet wird.

Sei e > 0 und y < 2?2 beliebig. Dann gilt
Be(z,y) UM # 0,

da zwischen zwei unterschiedlichen reellen Zahl stets eine rationale Zahl zu
finden ist.

Es gilt also:
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M = {(z,y) eR? |z €R, y < —2?}

Abbildung 21

18.9.8 Aufgabe 8
Sei (M, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und sei N C M abgeschlossen.

Zeige, dass dann auch NN vollstdndig ist.

L6sung

M ist vollstandig heiflt, dass jede Cauchyfolge in M konvergent ist. Genau
das ist nun auch fiir N zu zeigen.

Wiére N nicht vollstdndig, dann gébe es eine Cauchyfolge (ay,)nen, die nicht
konvergent ist. Da M aber vollsténdig ist und N C M, konvergiert (an)nen
gegen a € M\ N.

Demnach ist a ein Adhérenzpunkt von N\{a} = N, also auch ein Hiufungs-
punkt von N. Da N aber abgeschlossen ist, gilt auch a € N. Demnach ist
jede Cauchyfolge auch in N konvergent.



19 Stetige Abbildungen

Es seien M, N und P in diesem Kapitel stets topologische Raume.

19.1 Definitionen und Satze

A

T
Vf(a) ........ AU

t]

—U—

Abbildung 22

19.1.1 Definition

Eine Abbildung f : M — N heifit stetig bei a € M, wenn eine der folgenden
dquivalenten Aussagen erfiillt ist:

(1) Ve>036>0VaeeM: ||z—al| <d=|f(x)— fla)] <e.

(2) Zu jeder Umgebung V von f(a) gibt es eine Umgebung U von a, so
dass f(U) C V gilt.

(3) Fiir alle Umgebungen V von f(a) ist f~'(V) eine Umgebung von a.

f heiflt stetig, wenn f bei jedem a € M stetig ist.

19.1.2 Definition

Eine Abbildung f : M — N heifit offen, wenn zu allen offenen Mengen
U C M in M auch f(U) offen in N ist.

180
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19.1.3 Definition

Eine Abbildung f : M — N ist ein Homdomorphismus, wenn eine der
folgenden #quivalenten Aussagen erfiillt ist:

(1) f ist bijektiv, stetig und offen.

(2) f und f! sind stetig.

19.1.4 Definition

Zwei Mengen M und N heiflen homdomorph oder topologisch dquiva-
lent, wenn es einen Homoéomorphismus f von M nach N gibt.

19.1.5 Satz 1

Seien F, I zwei endlich dimensionale Vektorrdume und sei A : E — F linear.

Dann ist A unter der natiirlichen Topologie stetig.

19.1.6 Satz 2

Sei M ein topologischer Raum sei F ein endlich dimensionaler Vektorraum
und seien f,g: M — FE sowie h: M — R stetig.

Dann sind auch f + g und h - f stetig.

19.1.7 Satz 3

Seien F,F zwei endlich dimensionale Vektorrdume und sei A : £ — F
surjektiv und linear.

Dann ist A offen.

19.2 Kartesiches Produkt

19.2.1 Definition
Sei f: My x...x M, — Ny x...x N, eine beliebige Abbildung.
priof: My x...x M, — N;

(my,...,my) — n; fir i=1,..,m

heifit die i-te Projektion oder die i-te Projektionsfunktion auf f.
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19.2.2 Satz iiber stetige Abbildungen
Eine Abbildung

f: My x...xM, — Nix...xNp,

zwischen kartesischen Produkten von topologischen Ridumen ist genau dann
stetig, wenn die Projektionen pr; o f fiir alle i = 1, .., m stetig sind.

Die Idee ist also zum Beispiel die Vektorrdume R™ und R™ so zu zerlegen,
dass nur eindimensionale Funktionen betrachtet werden miissen, um eine
Aussage iiber die Stetigkeit einer Abbildung zwischen mehrdimensionalen
Réumen treffen zu kénnen.

Beweisskizze

Betrachtet man zum Beispiel eine Abbildung
f=(fi.fo):R* - R*> = RxR,

so kommutiert das folgende Diagramm:

R2 L R
! f2 \f TP
R & R

Es ist also egal, welchen Weg man von einer Menge zu einer anderen wéhlt,
so lange man sich an die Pfeilrichtungen hilt. Die Abbildung f ist also genau
dann stetig, wenn f; und fo stetig sind.

Induktiv erhélt man somit auch entsprechende Aussagen iiber hoherdimen-
sionale Abbildungen.

19.2.3 Beispiel 1
Sei

f:Rx[0,2r] — R2
(z,y) +— (e®cosy, e*siny).

Dann gilt:

priof:(x,y) +— e€e%cosy  ist stetig,
prao f:(z,y) — € siny ist stetig.

Somit ist f auf dem gesamten Definitionsbereich stetig.
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19.2.4 Beispiel 2

Sei
g:R> — R4
(a,b,c,d,e) +— (2a®+d, 2a%> +e,b—c3 1/a).

Dann gilt:

priog: (a,b,c,d,e) +— 2a®+d  stetig auf ganz R,

proog: (a,b,c,de) +— 2a®+e stetig auf ganz R?,

pr3og: (a,b,c,d,e) +— b—c3 stetig auf ganz R®,

praog: (a,b,c,de) — 1/a stetig auf {(a,..,e) € R® | a # 0}.

Somit ist auch g auf {(a,b,c,d,e) € R® | a # 0} stetig.

19.3 Stetige Fortsetzbarkeit

19.3.1 Definition

Eine stetige Abbildung f : M \ {a} — N heifit bei a stetig fortsetzbar,
wenn es ein f(a) € N gibt, so dass f bei a stetig ist.

19.3.2 Satz 1

Sei f: R? — R eine bei (a,b) € R? stetige Funktion.

Dann gilt
lim lim f(z,y) = lim lim f(x,y) = f(a,b).
r—a y—)b y—>b r—a

Bemerkung

Es ist somit notwendig, dass

lim lim f(z,y) = lim lim f(x,y)

r—a y—b y—b x—a

gilt, damit f bei (a,b) stetig fortsetzbar ist.

19.3.3 Beispiel 1
Priife, ob f : R? — R mit

flz,y) = i:fyj

fiir z +y # 0 bei (0,0) stetig fortsetzbar ist.
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Losung

Es gilt

lim hm flz,y) = +1 und lim hm flz,y) = —1,
z—0 y— y—0 z—

somit ist f bei (0,0) nicht stetig fortsetzbar.

19.3.4 Beispiel 2
Priife, ob f : R? — R mit

flz,y) = { % fiir (Ccay)f(O,O)

bei (0,0) stetig ist.

LGsung

Es gilt

lim hm flz,y) = +1 und lim hm flz,y) = -1,

r—0 y— y—0 x—0

somit ist f bei (0,0) nicht stetig.

19.3.5 Satz 2
Sei f:R?\ {(0,0)} — R stetig.

Damit sich f bei (0,0) stetig fortsetzten lésst, ist es notwendig, dass alle
Geraden durch (0,0) einen konstanten Wert ¢ annehmen, das heifit es muss
gelten:

iii% flx, z) = ¢ fiir alle X € R.

19.3.6 Satz 3
Sei f:R3\ {(0,0,0)} — R stetig.

Damit sich f bei (0,0,0) stetig fortsetzten lisst, ist es notwendig, dass alle
Ebenen durch (0,0, 0) einen konstanten Wert ¢ annehmen, das heifit es muss
gelten:

iig% flx, Az, ux) = ¢ fiir alle A\, € R.
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19.4 Umkehrabbildung mit mehreren Variablen

Umkehrungen von Abbildungen mehrerer Variablen zu finden ist generell
nicht einfach. Ist die Abbildung bijektiv, so kann einen potentiellen Kandi-
daten ¢ fiir die Umkehrung gesucht werden, danach muss dann f o g = id
und g o f = id gezeigt werden. Vor allem die Findung eines Kandidaten ist
dabei ein grofies Problem. Manchmal kann man zeigen, dass es eine Um-
kehrabbildung gibt, aber man kann nicht zeigen, wie sie aussieht. Folgendes
Beispiel soll zeigen, wie eine Umkehrung gefunden werden kann.

19.4.1 Beispiel

Sei

f:RxR — RxR
(z,y) — (2%, 2y).

Ein potentieller Kandidat kann durch den Ansatz (a,b) = (2%y, 2y) gesucht
werden:
3 3
a Ty T 2a 3 3/2a
b 2y 2 p S
b

Aus diesen mehr oder weniger geschickten Umformen der Gleichungen wurde
nun einen potentiellen Kanditaten fiir die Umkehrfunktion gefunden.

Behauptung
Fiir die Umkehrfunktion gilt
g=f1T'RxR — RxR

- (%1)

Beweis

Es gilt:

gof=g(f(x,y) = g(z’y,2y) = (@?) = (33:37?4) = (z,y) = id
Fag=ftotea) =7 (2.1) - ((\/?fg%’) —(2.0) =i

Ein weiteres Beispiel siehe 20.9.8 auf Seite 206 oder in den Aufgaben.
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19.5 Aufgaben
19.5.1 Aufgabe 1

Gegeben sei

f:R? - R
Tty
$4+y2‘

Priife, ob f im Punkt (0, 0) stetig fortsetzbar ist.

(z,y) =

Losung 1
Es gilt
4
T 1
flz,+2%) = od = 3 und
4
n xt 1
flz,—2%) = o T T3

f lésst sich also im Punkt (0, 0) nicht stetig fortsetzen, da

hH(l)f(iL’,$2) 7é 11H(1)f($, —%‘2)

gilt.
Losung 2
Es gilt
11 o o1
74_7) — n = = Z und
(G T T 2 T
PE-L) - A N
o) T IR TR T e

f lasst sich also im Punkt (0,0) nicht stetig fortsetzen, da
1 - 1 1 1 1
I (070) und f <7 2) 7& f <7 _>
n n'n

gilt.

19.5.2 Aufgabe 2
Gegeben sei
f:R? - R
222
z? +y?
Priife, ob f im Punkt (0,0) stetig fortsetzbar ist.

(z,y) —
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Losung
Es gilt:
2y < 2t + 2%y +yt = (27 +yP)? (2 4 97)
2,2
Yy _ 2 2

Fiir alle z,y € R gilt f(z,y) > 0 und

o2 +y? 2P0 (g 0).

Demnach gilt auch fiir alle z,y € R

(,9)—(0,0)
—

f(z,y)

f lasst sich also im Punkt (0,0) stetig fortsetzten.

(0,0).

19.5.3 Aufgabe 3
Gegeben sei f: R? — R mit

o % fiir (z,y) # (0,0)
f(z,y) { 8 fir (z,y) =(0,0)

Zeige, dass f bei (0,0) stetig ist.
L6sung
f ist im Punkt (0,0) stetig, wenn fiir alle A € R

lim f(z,Az) = 0 und liné f(0,y) =0
y;)

x—0

gilt, wenn also der Funktionswert aller Geraden durch (0,0) dort 0 ist.

Es gilt:

rA\2x?

o) = e
232 a2 2—0 0 0

- = E— _— =
z2(1 + \?) 1+ A2 1+ A2

Oy2 y—0

f(0,y) = G =0 — 0

Somit ist f im Punkt (0,0) stetig.
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19.5.4 Aufgabe 4

Gegeben sei

f:R? - R
Ty
22 + 92

Priife, ob f im Punkt (0, 0) stetig fortsetzbar ist.

(z,y) +

LGsung

Es gilt
22yl < (2% +97) - Va2
da 22 +y? > 2% und /22 + y2 > |y| ist. Es folgt nun auch
|2%y] 3
3 5 < VIt +yL.
ety
Weiter gilt fiir alle z,y € R

Vi T (0,0),

somit folgt
2%y (@y)—(0.0)
x? 432 —>
f lasst sich also im Punkt (0, 0) stetig fortsetzten.

(0,0).

19.5.5 Aufgabe 5
Gegeben sei

f:R? - R
T

T,Y) o —e——.
N

Priife, ob f im Punkt (0, 0) stetig fortsetzbar ist.

Losung
Es gilt
x 1
r,x) = = — und
f@m) 222 V2
—x 1
—r,xr) = = ——.
f(—=z,x) s 7

f lasst sich im Punkt (0,0) nicht stetig fortsetzen, da
lim f(z,z) # lim f(-z,z)

gilt.
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19.5.6 Aufgabe 6

Gegeben sei

f:R® - R

TYZ
(z,y,2) W'
Priife, ob f im Punkt (0,0, 0) stetig fortsetzbar ist.

Losung
Es gilt

124346 1 1 +-0
2 43 46\ __ = = —>_)
f(t ?t 7t ) - t12 + t12 + t12 - 3t12 o % >

somit lasst sich f bei (0,0,0) nicht stetig fortsetzten.

19.5.7 Aufgabe 7
Finde eine Umkehrabbildung zu f(x,y) = (e” cosy, e* siny).

Losung

Der Ansatz (a,b) = (e” cosy, e” siny) ergibt:

b siny b
- = = tany = Yy = arctan—
a cos Yy a
1 21 p?
a?+ b = e cos’y +eXsin’y = ¥ = oz = 70g(a +5)

2

Demnach ist
log(z? + 4?)

g(a,y) = (2, arctan (Z))

189

ein Kanditat fiir die Umkehrfunktion. Durch Einsetzen erkennt man, dass

fog = gof =id

gilt und somit g die gesuchte Umkehrfunktion von f ist.



20 Differentiation

Dieses Kapitel bezieht sich aufgrund der Ubersichtlichkeit lediglich auf die
Vektorrdume R™ bzw. R™. Alle Definitionen und Sétze lassen sich jedoch
fiir jeden endlich dimensionalen reellen Vektorraum leicht {ibertragen.

20.1 Partielle Ableitung

20.1.1 Definition
Sei M C R"™ offen, sei a € M und sei f: M — R.

f heifit bei a partiell differenzierbar nach xj, wenn der Grenzwert

lim f(ala X ak—17t7ak+17 "an) - f(CLl, "7an)
t—ay t—ag

existiert.

Der Grenzwert heifit die Ableitung von f bei a; und wird bezeichnet mit

Do f(@) = 2L(a).

oxy,

f heilt partiell differenzierbar, wenn fiir alle a € M und alle k =1,..,n
die Ableitung D,, f(a) existiert.

f heilt stetig partiell differenzierbar, wenn f fiir alle a € M partiell
differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen stetig sind.

Bemerkung

f ist also genau dann bei a partiell differenzierbar, wenn f nach allen xy
partiell stetig differenzierbar ist.

20.1.2 Beispiel
Sei f:R? — R mit f(z,y) = sin(zy) — sin(z + y) + z2y.

190
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Dann gilt
of
%(x, y) = ycos(xy) — cos(z +y) + 2zy,
g‘;(x, y) = zcos(zy) — cos(x +y) + x2.

20.1.3 Definition
Sei M C R" offen, sei a € M und sei f: M — R.

Ist f bei a nach allen Variablen partiell differenzierbar, so heifit

gradf(a) = (D$1f<a)7"'7Dﬂcnf(a))
of af
= (axl(a),...,amn(a))

der Gradient von f bei a.

20.2 Richtungsableitung

20.2.1 Definition
Sei M C R" offen, sei a € M und sei f: M — R.
f heifit bei a € M in Richtung u € R™ differenzierbar, wenn der Grenzwert

o flat )~ f(a)
t—0 t

existiert.

Der Grenzwert heifit die Richtungsableitung von f bei a in Richtung u
und wird bezeichnet mit

of

Duf(a) = ()

20.2.2 Satz 1
Sei M C R"™ offen, sei a € M, sei f: M — R, sei u € R"™ und sei
h:R—R mit ¢t~ f(a+tu).

Dann ist die Richtungsableitung von f bei a in Richtung u
lim A/ (t),

t—0
falls dieser Grenzwert existiert.

Es ist zu beachten, dass erst die Ableitung h'(z) berechnet werden muss,
bevor der Grenzwert betrachtet werden kann (siehe Beispiel).
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20.2.3 Beispiel
Sei f:R? — R mit f(z,y) = sin(zy).

Zu bestimmen ist die Richtungsableitung von f bei a = (a,b) in Richtung
u=(1,1). Es gilt

fla+tu) = fla+t,b+1t)
= sin((a +1t)(b+1))
= sin(ab + t(a + b) + t2),
somit folgt
lim (f(a + tu)) = lim (sin(ab + t(a +b) + %)Y

= lim ((cos(ab+t(a + b) +t*)(2t + (a + b))

= (cos(ab+0(a+b)+0%)(2-0+ (a+b))
= cos(ab)(a +b).

Die Richtungsableitung von f in Richtung (1, 1) ist demnach cos(ab)(a +b).

Ein weiteres Beispiel zu Richtungsableitungen siehe 20.9.1 auf Seite 202.

20.2.4 Satz 2

Das Umkehren der Richtung &ndert das Vorzeichen der Richtungsableitung:

Duf(a) = - Dfuf(a)

20.3 Totale Ableitung

20.3.1 Definition
Sei M C R” offen, sei a € M und sei f: M — R™.

f heiit bei a (total) differenzierbar, wenn eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

(1) Es gibt eine bei a stetige Abbildung ® : M — Hom(R",R™), so dass
fiir alle x € M gilt:

f(x) = fla)+ @) - (z - a)

(2) Es gibt ein A € Hom(R™,R™) und eine bei a stetige Abbildung o :
M — R™ mit p(a) = 0, so dass fiir alle x € M gilt:

fx) = fla)+A-(z—a)+ |z —alo(x)
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(3) Es gibt ein A € Hom(R"™, R™), so dass fiir alle x € M gilt:

iy L= A 0]

A = ®(a) heiBit die Ableitung von f bei a und wird bezeichnet mit
A = Df(a).

Anschaulich heifit f bei a (total) differenzierbar, wenn f bei a linear appro-
ximierbar ist. Die Ableitung ist dann genau die lineare Abbildung, die f bei
a anndhert.

20.3.2 Satz 1

Nach obiger Definition ist f genau dann bei a (total) differenzierbar, wenn
alle Projektionsfunktionen f; von f bei a nach allen xj, stetig differenzierbar
sind.

20.3.3 Beispiel
Sei f:R3 — R? mit f(z,y,2) = (sin(zy), 2% + ).

Dann gilt
fl(l’,y,Z) = sin(xy),
f2($7y72) = Z2+‘T
und es folgt:
0, 0 0
% = y cos(zy) 84; =z cos(zy) szl =0
dfs __ dfs _ Of2 _
e =1 8—; = 92 =22

Demnach ist f fiir alle (z,y,2) € R3 (total) differenzierbar, da alle partiellen
Ableitungen der Projektionsfunktionen auf ganz R stetig sind.

20.3.4 Satz 2

Ist f bei a (total) differenzierbar, so besitzt f bei a sdmtliche Richtungs-
ableitungen und es gilt

D.f(a) = Df(a)-u.
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20.3.5 Definition
Sei M C R” offen, sei a € M und sei f: M — R™.

Sind die Projektionsfunktionen f; von f im Punkt a nach allen Variablen
x partiell differenzierbar, so heifit die aus den partiellen Ableitungen der
Projektionsfunktionen gebildete Matrix

@ . @
Jr(a) = : :

{m am

%J;l(a) 8;”7(@)

die Jacobi-Matrixz oder die Funktionalmatrixz von f bei a.

Die Determinante det(.Jy(a)) im Falle n = m heifit dann die Funktional-
determinante von f bei a.

20.3.6 Satz 3

Sind alle partiellen Ableitungen der Projektionsfunktionen einer Jacobi-
Matrix stetig bei a, so ist f (total) differenzierbar bei a und die Matrix
bzw. die dazugehorige lineare Abbildung ist die (totale) Ableitung von f im
Punkt a.

Bemerkung

Besteht die Jacobi-Matrix aus nur einer Zeile, so enthélt sie dieselben Ein-
trage wie der Gradient von f bei a.

20.3.7 Beispiel
Nach obigem Beispiel ergibt sich also folgende Jacobi-Matrix:

Jp(a) = (ycosl(a:y) xco;(xy) 202>

Fiir zum Beispiel a = (0,1, 1) folgt also
1 00

20.3.8 Totale und partielle Differenzierbarkeit

Sei M C R" offen und sei a € M. Ist f : M — R™ differenzierbar bei a, so
ist f bei a stetig und es existieren sdmtliche partiellen Ableitungen.

Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch. Die totale Differenzierbarkeit ist
die "richtige” Differenzierung, da aus der partiellen Differenzierbarkeit nicht
einmal die Stetigkeit gefolgert werden kann.
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20.3.9 Ubersicht
Seien R™, R™ endlich dimensional, sei M C R" offen und sei f : M — R™.

Dann gelten also folgende Implikationen:

[differenzierbar

und Df'stetig = [ stetig

fdifferenzierbar

f partiell differenzierbar

und alle partiellen :’ fpartiell differenzierbar
Ableitungen stetig

Abbildung 23

Alle anderen Implikationen sind falsch und es sind Gegenbeispiele zu finden.

20.4 Kettenregel

20.4.1 Kettenregel

Sei M C R" offen, sei N C R™ offen und seien a € M sowie b € N. Weiter
seien

f:M — R™,

g: N — RP,
zweil Abbildungen mit f(a) = b und es sei f differenzierbar bei a und g

differenzierbar bei b.

Dann ist auch g o f differenzierbar bei a und es gilt:

D(go f)(a) = Dg(f(a)) - Df(a)
N—_——— —— N——

Hom(R",RP) Hom(R™,RP) Hom(R" ,R™)

Beweisskizze und Bemerkung

Der Beweis verldauft nun ganz analog zum Eindimensionalen, wenn man die
Methode der Linearisierung verwendet. Vergleiche also Beweis 2 in 27.5.3
auf Seite 292.

” '77

Es ist jedoch stets darauf zu achten, dass im Mehrdimensionalen meist

als "angewendet auf” anstelle von "mal” zu verstehen ist.

Auch die folgenden drei Sétze bzw. Rechenregeln lassen sich analog iiber die
Methode der Linearisierung recht einfach beweisen.
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20.4.2 Beispiel
Sei f:R? — R? mit
flay) = (ay’ 2,97
und sei g : R? — R? mit
g(z,y,2) = (2yz,2yz°).
Es gilt also
(go Nzy) = glay? a,y®) = (2uy? 2%P).
Die (totale) Ableitung von (g o f) wird demnach gegeben durch

2% Adxy )

D(gof)(x7y) - J(gof)(xvy) = (zxyﬁ 6x2y5

Mit der Kettenregel erhilt man dasselbe Ergebnis:
2

Yy 2xy
Df(z,y) = L0
0 2y
0 2z 2y
Dg(l’,y,Z) - <y22 1'252 2xyz>
0 2y 2z
Dg(f(z,y)) = (:z:y4 2y 21:2y4>
Daraus folgt nun
2
y° 2wy
0 2y 22
Dot D) = (o Mo g ) [ 1 0
zy* xy° 2x%y 0 2

20.4.3 Satz 1

Sei M C R", sei a € M und seien f,g: M — R™ bei a differenzierbar.

Dann ist auch (f 4+ g) : M — R™ bei a differenzierbar und es gilt
D(f +g)(a) = Df(a)+ Dgla).

20.4.4 Satz 2

Sei M C R" sei a € M und seien f : M — R™ sowie h : M — R bei a
differenzierbar.

Dann ist auch (k- f) : M — R™ bei a differenzierbar und es gilt fiir u € R”
D(hf)(a) -u = (Dh(a)-u)- f(a) + h(a)-(Df(a)-u).
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20.4.5 Satz 3

Sei M C R",seia € M und sei f : M — R differenzierbar bei a mit f(z) # 0
fiir alle z € M.

Dann ist auch

1 1

bei a differenzierbar und es gilt fiir u € R™

D(}) (a)-u = —f(i)Q.Df(a)-u.

20.5 Konvexe Mengen
20.5.1 Definition

Sei M C R™ und seien a,b € M mit a < b.

Dann ist
[a,b] == {a+t(b—a)|0<t<1}

die Strecke von a nach b und es ist
la,b[ == {a+t(b—a)|0<t <1}

die offene Strecke von a nach b.

20.5.2 Definition

konvexe Menge nicht konvexe Menge

Abbildung 24

Eine Menge K C R heifit konvex, wenn fiir alle a,b € K auch [a,b] C K
gilt.
20.5.3 Beispiel

Sei ¢ € R™ und sei € > 0.

Dann ist der e-Ball B.(a) um a einer beliebigen Norm konvex.
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20.5.4 Satz 1

Der Durchschnitt konvexer Mengen ist wieder konvex, dies folgt aus der
Definition.

20.5.5 Satz 2
Sei K C R™ konvex.

Dann sind auch K und K° konvex.

20.5.6 Satz 3
Sei A : R™ — R™ linear und sei X C R" konvex.

Dann ist auch A(K) C R™ konvex.

20.5.7 Satz 4
Sei A : R™ — R™ linear und sei L C R™ konvex.

Dann ist auch A71(L) C R™ konvex.

20.5.8 Satz 5
Sei K C R™ konvex und sei L C R™ konvex.
Dann ist auch K x L C R™ @ R™ konvex.

20.5.9 Satz 6
Es gilt:

K konvex = K einfach zusammenhingend = K zusammenhingend

20.5.10 Definition
Sei M C R™.

K heifit die konvexe Hiille von M in R™, wenn K der Durchschnitt aller
konvexen Mengen in R" ist, die M enthalten.

Abbildung 25

Demnach ist K also die kleinste konvexe Menge, die M enthélt.
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20.5.11 Satz 7
Sei M C R"™ beliebig und sei K die konvexe Hiille von M.
Dann gilt

K = {Z)\kakeR” meN, ap €A, A\ €R, A\, >0, ZAk:1}.
k=0 k=0

20.6 Mittelwertsatze

Im Allgemeinen werden in der mehrdimensionalen Differential- und Integral-
rechnung nur die Mittelwertsidtze 1 und 2 verwendet, der verallgemeinerte
Mittelwertsatz 3 kann jedoch fiir einige Probleme hilfreich sein.

20.6.1 Mittelwertsatz 1

Sei M C R™ offen, sei f : M — R differenzierbar und seien a,b € M mit
[a,b] C M.

Dann gibt es ein ¢ € ]a, b[ mit

Beweis

Siehe 27.8.1 auf Seite 302.

20.6.2 Mittelwertsatz 2

Sei M C R” offen, sei f: M — R™ stetig differenzierbar und seien a,b € M
mit [a,b] C M.

Dann gilt
1

f(b)—f(a) = A-(b—a) mit A:/ Df(a+t(b—a))dt € Hom(R",R™).
0

Beweis

Siehe 27.8.2 auf Seite 302.

20.6.3 Mittelwertsatz 3

Sei M C R"™ offen, sei f : M — R™, seien a,b € M mit [a,b] C M, sei f
stetig auf [a, b] und differenzierbar auf |a, b[ und sei K die konvexe Hiille von
{Df(x) | z €la,b]} C Hom(R",R™).
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Dann gilt
fb)—f(a) € K-(b—a) = {A(b—a) | Ac K} C R™

20.6.4 Beispiel
Sei M C R™ konvex und sei f : M — R differenzierbar.

Gilt fir allece M
Df(c) = 0,

so ist f eine konstante Funktion.

Beweis

Seien a,b € M beliebig und sei ¢ € ]a, b[. Nach dem Mittelwertsatz gilt dann
J) — f(a) = Df(e) (b—a)=0-(b—a) = 0.

Demnach gilt also f(b) = f(a) und somit ist f konstant. O

20.7 Umkehrabbildungen und Differenzierbarkeit

20.7.1 Satz 1

Sei M C R", sei a € M, sei f: M — R" differenzierbar und sei J; die
Jacobi-Matrix von f.

Dann gibt es genau dann in einer Umgebung von a eine Umkehrabbildung
f~! von f, wenn gilt
det Jy(a) # 0.

Bemerkung

Dieser Satz ist nur ein Spezialfall des Umkehrsatzes 24.4.5 auf Seite 247.

20.7.2 Satz 2

Sei M C R", sei f: M — R" differenzierbar und sei .J; die Jacobi-Matrix
von f.

Dann ist die Ableitung der Umkehrabbildung J;-1 von f die inverse Matrix
von J¢, also

Jf71 = (Jf)fl.
20.7.3 Definition

Sei f: M — N umkehrbar und r-mal stetig differenzierbar.

Dann heiit f ein C"-Diffeomorphismus, wenn f und f~! gerade r-mal
stetig differenzierbar sind.
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20.8 Exkurs normierte Algebren

Dieser Exkurs soll kurz zeigen, dass die mehrdimensionale Differentiation
nicht nur auf den Vektorrdume R™ bzw. R mdoglich ist, sondern zum Beispiel
auch auf normierten Algebren.

20.8.1 Definition

Sei A eine Menge, und seien

LT AXA A
77 RxA — A

zwei Verkniipfungen auf A.

A heifit eine Algebra, wenn gilt:

(ALG1) A ist ein R-Vektorraum mit ”+” und ”-”.

(ALG2) (A,+, -) ist ein Ring.

(ALG3) A(ab) = (Aa)b = a(Ab) firalle A €R, a,be€ A.

20.8.2 Definition

A heifit normierte Algebra, wenn gilt:

(1) A ist eine Algebra in R.

(2) Als Vektorraum ist (A, ] ||) ein normierter Raum.
(3) Ausa,be A folgt |labl| < ||al -|b]|-

(4) Falls 1 € A, dann gelte ||1]| = 1.

20.8.3 Definition

A heiit Banachalgebra, wenn A eine normierte Algebra und (A, || ||) als
Vektorraum ein Banachraum ist.

20.8.4 Satz 1

Sei F ein endlich dimensionaler Vektorraum und sei || || eine beliebige Norm
auf E.

Dann ist (E, || ||) ein Banachraum.
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20.8.5 Definition

Sei A eine normierte Algebra mit 1, es gelte also ||1|| = 1.

Dann ist
A* = {x € A| z ist invertierbar} C A

die Menge der Finheiten von A.

20.8.6 Satz 2
Sei A eine Banachalgebra mit 1.

Dann ist A* offen in A.

20.8.7 Satz 3
Sei A eine normierte Algebra mit 1.

Dann ist die Abbildung i : AX — AX, a+— a™! stetig.

20.8.8 Beispiel einer Algebra
Sei A eine endlich dimensionale Algebra und sei i : AX — A%, a+ a~!.

Dann ist ¢ differenzierbar und es gilt fiir beliebige b € R und a € R*

Di(a) - b = —a'ba".

20.9 Aufgaben

20.9.1 Aufgabe 1
Sei f:R?2 — R mit £(0,0) =0 und
%y
flz,y) = 22+ g2

Berechne die Richtungsableitung von f bei a = (0,0) in alle moglichen
Richtungen nach der Definition und nach dem Satz.

Losung
Es gilt
flad+tu) = f(tug,tus)
_ t3udug
£ (uf + u3)
tudug

2 2°
uy + uj
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Nach der Definition

Duti) = i HOEM =@

gilt fiir die Richtungsableitung

tu2u2
—= —0

2 2
. uituj . ujug uu2
Dyf(a) = lim 22— = lim —+ = L=,
2 .2 2 .2
t—0 t t—0 uy + uj uy +uj

Durch das Anwenden des Satzes
Duf(a) = lim(f(a+ tu))

erhilt man dasselbe Ergebnis:

2 ! 2 2

tujusg ) . ufuz  ujus
2, .2/ = 2

uy + uj

D,f(a) = lim =
uf(a) =0 < t—0 u? + u3 u? + u?

20.9.2 Aufgabe 2
Sei f:R? — R? mit f(z,y) = (22, 2y).

Bestimme eine moglichst groBe offene Menge M C R2, so dass f auf M
injektiv ist, bestimme das Bild f(M) von f, berechne die Jacobi-Matrix von
f und bestimme deren Determinante.

L6sung

f ist injektiv auf M = Ry x R = {(z,y) € R? | z > 0}, da die erste
Projektion f; auf z? abbildet. Damit M gerade offen ist, gilt > 0 und
nicht x > 0.

Auch fiir das Bild von f gilt
f(M) = Ry xR={(z,9) € R? | = > 0}.

Die Jacobi-Matrix und die Fundamentaldeterminante sind

2¢ 0

_ 9.2
Yy ) und det J¢(z,y) = 2z~

s =

20.9.3 Aufgabe 3

Berechne explizit mit der Definition der totalen Ableitung D f(0,0) fir die
Funktion
fiRP =R, (2,y) =z +ay.
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Losung

Sei x = (x,y) und sei a = (0,0). Nach der Definition fiir totale Differenzier-
barkeit muss also f(z) — f(a) = ®(z) - (z — a) gelten:

f@) = f(@) = (z+ay) - (0+0)
= (1 2@y
= ®() (z-a)

Somit gilt ®(a) = (1 0) = Df(0,0).

20.9.4 Aufgabe 4
Berechne explizit mit der Definition der totalen Ableitung D f(0,0) fir die

Funktion
FiR =R, (z,y)— 2 +9%
LGsung

Sei x = (x,y) und sei a = (0,0). Nach der Definition fiir totale Differenzier-
barkeit muss also f(z) — f(a) = ®(z) - (x — a) gelten:

f@)—fla) = @ +y°)—(0+0)
= (z ¥y (z,9)
= O(z)-(r—a)

Somit gilt ®(a) = (0 0) = Df(0,0).

20.9.5 Aufgabe 5

Sei ||z||2 die iibliche euklidische Norm auf R", sei a € R, sei M = R\ {0}
und sei f: M — R mit f(x) = ||z||5.

Priife, fiir welche a € R die Funktion f differenzierbar nach 0 fortsetzbar
ist.

Losung
Es gilt
a
fa) = el = (ot +ovat)
also

- 22, [ 2 2\ !
Il = (2 w2+ +x2'a( m1+"+mn) )
a2
a—2 a—2
= (xm(ﬂx%—i—..—l—x%) xga(\/x%—i—..—f—x%) )

Fiir alle @ > 2 ist f somit differenzierbar nach 0 fortsetzbar.
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20.9.6 Aufgabe 6

Berechne nur mittels der Definition die totale Ableitung der Funktion
FIRSR, (a,y) — oty

Losung

Sei = (x,y) und sei a = (a, b). Nach der Definition fiir totale Differenzier-
barkeit muss also f(z) — f(a) = ®(z) - (x — a) gelten:

f@) = fla) = z°y—a’b

= 2%y —d’y+d®y —ad®b

= 2’y—d’y+a’(y—b)

= y(a®—a®) +d’(y-0)
z+a)(x —a)+a*(y —b)

Il
<
=
5
+
)
SN—
8
[\V]
SN—
~
S
|
e
S
|
S
SN—

Somit gilt

20.9.7 Aufgabe 7
Seien f:R3 — R? und ¢ : R? — R mit
f(xa Y, Z) = (COS Y, T + 22) und g(:L" y) = xe®Y

sowie a = (0,m, 1) gegeben.

Berechne mit Hilfe der Kettenregel D(g o f)(a).

Losung
Es gilt:
fla) = (=1L1)
Df(x,y,2) = <(1) 7Sény 20Z>
Dg(z,y) = (e¥(1+ay) a?e™ )
i) = (10 3)
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Dy(f(a)) = (0
Dg(f(a))- Df(a) = (

o =
SN—

o =
@)
oI
S—
I
3
s
[e)
~
N—
—
S
N~—

20.9.8 Aufgabe 8

Essei fi(x, ) der euklidische Abstand von (z,y) € R? zu (—1,0) und fa(z,y)
der euklidische Abstand von (x,y) € R? zu (+1,0). Es gelte

f=(ff):R* >R
(1) Zeige, dass f auf R?\ {(—1,0),(1,0)} differenzierbar ist.
(2) Finde die Umkehrfunktion f=1: f(M) = N — M von f.

(3) Zeige, dass f~! auf ganz N differenzierbar ist.

Losung Teil 1

Durch den euklidischen Abstand ergeben sich folgende Funktionen:

filz,y) = V(z+1)2+y?
folz,y) = (e—1)2+y?

Demnach gilt

fay) = (VE+r )7+ V- 12+
und es ergibt sich folgende Jacobi-Matrix:
o M@+1)24y) 220 42) M@+1)249D) 22y
Jr(a,y) = 1 2, ,2\—1 1 2, ,2\-1
(=1 +y)72- 22 -2) (e —-1)"+y7)"2-2y

z+1 Yy
V01242 /(a+1)2+y2
rx—1 Yy

NGV VT

Alle Eintriige der Jacobi-Matrix sind auf ganz R? \ {(—1,0),(1,0)} stetig,
demnach ist f auf R?\ {(—1,0), (1,0)} differenzierbar.

Losung Teil 2

Zunéchst wird ein potentieller Kandidat gesucht:

a> - = ( (x+1)2+y2>2—< (3:—1)2+y2)2
= (@+1)*+y" — (e -1)°+¢°)
= (z+1)2—(z—-1)
= 2?2420 +1 -2 +20 -1
= 4z
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Es folgt also schon einmal z = ‘ii. Weiter soll

F(5550) = @) = i

gelten, daher folgt

Somit gilt

2 2 _4\2
- Jpe_ (2
= ()

207

B \/—a4 + a2b? + 4a® + a2b? — bt — 4b2 + 4a? — 4b2 — 16 + 16b2
B 16

1
= Z\/—a4 — b4 + 2a2b2 + 8a2 + 8b2 — 16.

Angenommen es ist nun

1 a? -y 1
i (z,y) = ( 1 ,4\/—x4—y4+2x2y2—|—8x2—|—8y2—16>

die gesucht Umkehrfunktion, so muss f o f~' = f~lo f = id gelten:

(fof H)(z,y)
_ (\/(mz—yQ+1)2_x4+y4—2x2y2—83§2—8y2+16

4 16 ’

\/(mz e 1)2 Cat oyt - 22%y% — 822 — 8y? + 16)
4 16

B (\/(a:Q—y2+4)2—x4—y4+2x2y2+8$2+8y2—16
= 16 b

\/(xQ —y2 —4)2 — 24—yt + 22292 + 822 + 8y? — 16)

16
B [1622 1692
- 16 ’ 16
= (z,y)

(f o f)(z,y) = (2,y) folgt ganz analog.

Damit wurde gezeigt, dass f~'(z,y) wirklich die gesuchte Umkehrfunktion

von f(z,y) ist.
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Losung Teil 3

Es lasst sich folgende Jacobi-Matrix berechnen:

z _Yy
2 2
Jf—l (l'a y) = —zi 4y’ +4x —y3+aly+dy

\/—w4—y4+2x2y2 +822+8y2—16 \/—$4—y4+2x2y2+8$2+8y2 —16

Da alle Eintrége von J;-1(x,y) auf ganz N stetig sind, ist auch f1 diffe-
renzierbar.

20.9.9 Aufgabe 9
Seien f,g: R? — R mit f(x,y) =z und

y — a2 fir 2?2<y

g(z,y) = P fir 0<y < a2

—g(z,—y) fir y<O0

gegeben und sei F's = (f,g) : R? — R2.
Zeige, dass dann gilt:

(1) F ist auf ganz R? differenzierbar.
(2) F hat bei (0,0) die Funktionaldeterminante 1.
(3) Es gibt keine Umgebung U von (0,0), so dass F|y injektiv ist.

Losung Teil 1

Fiir g gilt also

y—a2 fir 2?2 <y, y>0

y2;§2y fir 0<y<z?, y>0
g(z,y) = 2 . 2~ _

y+axo fir z° < —y, y <0

_yz_QIZy fir 0<—y<2? y<O0

und fiir F folgt

F(z,y) = (f(z,9),9(x,y) = (v,9(x,9)).

Somit ergibt sich nun:

on _of _
or  Or
8F1:g:0

8731 oy
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(22 fiir z2 <y, y>0
oF, 09 _53?2 fir 0<y<az?, y>0
dr  Ox 2 fiir 2?2 <y, y <0

2532 fir 0<y<a? y<0

( 1 fir 22 <y, y>0
oF, 09 2yz—2x2 fir 0<y<a?, y>0
oy Oy 1 fir 2? <y, y <0

#2_‘”2 fir 0<y<a? y<O0

1 %
Es folgt also Jp(z,y) = ( 0 % ) , somit ist F' auf ganz R? differenzierbar.

Losung Teil 2
Es gilt

1 90,0
r(0,0) = (0 1(00)) N ((1) (1)>

Demnach gilt det(Jg(0,0)) =1

QI
<

Losung Teil 3

Sei € > 0 und sei

U: = {(z,9) e R*| |(z,y) = (0,0)] <&}

eine beliebige Umgebung von (0, 0).
Sei x € U, mit 0 < x < 1 und seien y; = 22 sowie yo = —x2, also y1 # yo.

Dann gilt

= F(z,2%) = (z,22 —2%) = (z,0),
= F(z,—2?) = (x,—2®+2?) = (,0),

x?l

(JJ, Y2

y1)
)
somit folgt F'(z,y1) = F(z,y2). Das zeigt aber gerade, dass es keine Umge-
bung U von (0,0) gibt, so dass F|y injektiv ist.



21 Hohere Ableitungen

21.1 Zweite partielle Ableitung

21.1.1 Beispiel 1
Sei f:R? — R mit f(z,y) = sin(zy) + cos(x? + y).

Dann gilt:
W) = yeos(ey) — 20sin(a® + )
O () = wcosay) —sin(a® +)
Y

Beide partiellen Ableitungen kénnen nun wiederum nach x und y partiell
abgeleitet werden:

8i£x (z,y) = —y*sin(zy) — 2sin(2? + y) — 422 cos(z? + y)
of 2 B 2

990y (x,y) = —xsin(zy) — cos(z” +y)

of : 2

920y (x,y) = cos(zy) — xysin(zy) — 2z cos(x” + y)

of . 2

m(l‘, y) = cos(xy) — xysin(zy) — 2z cos(xz* + y)

21.1.2 Beispiel 2

oy’ 0,0)
Sei f:R?2 — R mit R = xyx2+y2 ur (l‘,y) 7& ( ’ ’
oi f mit f(z,y) { 0 fir (z,y)=(0,0)
Dann gilt
of of
= - 1 = '
0xdy (0,0) +1 # Oyox (%.0)

Es stellt sich also die Frage, wann 8%;; = B%x gilt.

210
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21.1.3 Satz von H.A.Schwarz

Einfache Form

Sei M C R? offen, sei f: M — R und sei a € M.

Ist f bei a partiell differenzierbar und sind die partiellen Ableitungen %

und % stetig differenzierbar bei a, dann gilt
y

of _of
8m8y(a) N 0y8x(a)

Beweis

Siehe 27.8.3 auf Seite 303.

Allgemeine Form
Sei M C R"™ offen, sei f: M — R™, sei a € M und seien u,v € R™.

Ist f auf einer Umgebung von a in Richtung v und in Richtung v differen-
zierbar und seien die Richtungsableitungen D, f und D, f differenzierbar bei
a, dann gilt

DyD,f(a) = DyD,f(a).

21.1.4 Folgerung 1

Sei M C R™ und seien die partiellen Ableitungen

of
8:@

M —-R fir t=1,..,n

gegeben.

Damit eine Abbildung f : R™ — R existiert ist es notwendig, dass fiir alle
1,7 =1,..,n gerade
of af

8@895]- N 81‘]8561

gilt.

21.1.5 Folgerung 2
Sei M C R™ und seien die partiellen Ableitungen

of
8.%1'

M —R fir i=1,..,n

gegeben.
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Damit eine Abbildung f : R™ — R existiert ist es hinreichend, dass fiir alle
1,7 =1,..,n gerade
of _ of

al‘iaxj N 81‘J8$Z

gilt und dass M einfach zusammenhéngend ist.

21.1.6 Satz 1

Sei M C R™ und seien die partiellen Ableitungen
af:M—>R fir i=1,..,n
8:61‘

gegeben.

Ist M einfach zusammenhéngend und gilt

of = of fir alle i,7=1,..,n
a’lfia]}j - 895]6951 I =t

so existiert eine Abbildung f : R™ — R mit den gegebenen partiellen Ablei-
tungen und es gilt fiir ein geeignetes a = (a1, ..an) € M

f(l‘l,..,l‘n) = %(.%'1,..,l’i_l,t,ai+1,..,an) dt.
i=1 "% !

Dieses Integral heifit Wegintegral.

21.1.7 Beispiel

Es seien
8—f(x, y) = 32%y° + ycos(zy) und ﬁ(av, y) = 53yt + zcos(zy)
Ox oy

gegeben.

Finde alle partiell differenzierbaren Funktionen f : R? — R.

L6sung
Sei a = (a1, az) € R? beliebig.

Dann ergeben sich folgende partiell differenzierbare Funktionen:

z Yy
flz,y) = /gi(t,ag)dw/ g‘;(x,t)dt

T Yy
= / (3t%a3 + a2 cos(tag)) dt + / (5563154 + x cos(at)) dt

ai az
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€T
= [t?’ag + Sin(tag)}

al

)
+ [m3t5 - sin(azt)}

az

= 2%a3 + sin(zag) — aal — sin(aias)
+ 2%y° + sin(zy) — 2343 — sin(zas)

= 2%y° +sin(zy) — alal — sin(aias)

21.2 Hohere Ableitung

21.2.1 Definition

Sei M C R" offen, sei f: M — R™, sei a € M und sei Df bei a differen-
zierbar.

f heifit bei a zwetmal differenzierbar und
D(Df)(a) = D*f(a) € Hom(R" x R", R™) =: Hom?(R",R™)

ist die zweite Ableitung von f bei a.

21.2.2 Hesse-Matrix

Sei M C R"™ offen, sei f: M — R differenzierbar, sei a € M und sei f bei a
zweimal differenzierbar.

D?f(a) heifit die Hesse-Form von f bei a.

0 0
811£r1 (CL) T 8:(:15];36” (a)
Hy(a) = : :
2] 0
Ba:ng:cl ((1) T 8azn(];xn (a)

heifit die Hesse-Matrix von f bei a.
Hy(a) = D*f(a) ist also die zweite Ableitung von f bei a.
Gilt der Satz von H.A.Schwarz auf Seite 211, so ist H(a) symmetrisch.

21.2.3 Beispiel
Sei f(z,y,2) = 2% —y* — 2 + 1.
Es gilt also % = 2z, % = —2y und % = —22.

Somit ergibt sich
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21.2.4 Laplaceoperator
Sei M C R™ offen und sei f: M — R zweimal differenzierbar.

Der Laplaceoperator A ordnet der Funktion f die Funktion Af : M — R
mit
Af(z) =

zZUu.

21.2.5 Definition
Sei M C R"™ offen, sei f: M — R™ und sei a € M.
f heifit bei a r-mal differenzierbar mit der Ableitung
D"f: M — Hom"(R",R™),
wenn f bei a (r — 1)-mal differenzierbar ist und auch
Dr=Yf M — Hom" D(R", R™)

differenzierbar ist.

21.2.6 Beispiel

Sei f(z,y) = e”y.
Dann gilt
Df(z,y) = Je(zy) = (ey e ),

D) = e = ()

D3 f(x,y) lisst sich nun nicht mehr so iibersichtlich aufschreiben. Eine sinn-
volle Schreibweise ist zum Beispiel diese:

sy _ (@) (e 0)
e = ({5 6 o))

21.2.7 Schreibweisen

Auch fiir die Schreibweisen von héheren partiellen Ableitungen nach unter-
schiedlichen Variablen gibt es viele sinnvolle M6glichkeiten.

Sei f(x1,..,2,). Beispiele fiir mogliche Schreibweisen bestimmter partieller
Ableitungen sind
of of 0 f

al’laxlaxl - 83:171 - 833;1’
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of of >f

6%181’181‘361’36:63 N 82$163$3 N 821’183x3'

Gilt der Satz von H.A.Schwarz auf Seite 211, so kann die Reihenfolge der
partiellen Ableitunge beliebig getauscht werden, das heifit es gilt dann zum
Beispiel

of of of

81‘182$28$3 a 81‘3821‘281‘1 a 8x28x16x36:n2'

21.2.8 Satz 1

Sei M C R™ offen, sei a € M, sei f : M — R™ differenzierbar und bei a
zweimal differzierbar und seien u,v € R™.

Dann ist die Richtungsableitung D, f differenzierbar bei a und es gilt
D(D,f)(a)-v = D?*f(a)- (u,v).

21.2.9 Satz 2

Sei M C R™ offen, sei f : M — R™ r-mal differenzierbar und seien die
Vektoren uq, .., u, € R™.

Dann gibt es eine Funktion D, ...D,, f: M — R™ fiir die gilt:
(Du,--Duy f)(z) = (D" f(2)) - (w1, .., ur)

21.2.10 Erklarungen
Sei M CR", sei f: M — R™ und sei a € M.
Es gilt also D" f(z) € Hom" (R",R™).
Drf(x) : (CL, ) a)r-mal € R™

bedeutet, dass der Vektor a r-mal auf D" f(x) anwendet wird. Dabei erhélt
man einen Vektor aus R™.

21.2.11 Satz 3

Sei M C R" offen, sei a = (a,..,a,) € M fest, sei f : M — R bei a r-mal
differenzierbar und sei = (1, .., 2,) € M.

Dann gilt

D" f(x)-a" = Z ayt - ...oap of

e € R.
"oo9rigy..0™mx, 2
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21.2.12 Beispiel

Sei f(z,y,2) = 23siny + 23 und sei a = (a1, az, az).
Dann gilt
6rsiny 3x2cosy 0
D’f(z) = 3z2cosy —adsiny 0 |,
0 0 6z
0 30
D?f(1,0,1) = 300
0 0 6

und es ergibt sich

D2f(1,0, 1) - (a1, ag, a3)2 = 3aias + 3aqa; + 6a§ = 6aias + 6a§.

21.2.13 Satz 4

Seien M C R™ und N C R™ offen, seien f : M — R™ sowie g : N — R!
r-mal differenzierbar und sei f(M) C N.

Dann ist auch
gof:R" - R

r-mal differenzierbar.

21.2.14 Satz 5

Seien M C R™ und N C R™ offen, sei f : M — R" r-mal differenzierbar, sei
g: N — R” stetig, sei g(N) C M, sei fog=idy und sei Df(z): R" — R™
fiir alle x € M ein Isomorphismus.

Dann ist auch g r-mal differenzierbar.

21.2.15 Definition
Sei M C R" offen und sei f: M — R™.

Dann gilt:
C"(M,R™) = {f: M — R™|f istr-mal differenzierbar, D" f ist stetig}
C®(M,R™) = (C"(M,R™)

r=1

f heiBt co-oft differenzierbar, wenn f € C°(M,R™) gilt.
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21.3 Aufgaben
21.3.1 Aufgabe 1

Seien

g $2_y2

0 -2z
7f Y und (.’E,y) = m

oY) = GEy e By

Finde alle partiell differenzierbaren Funktionen f : R?\ {0} — R mit den
gegebenen partiellen Ableitungen.

Losung
Es gilt:
of —2z(2? + y*)? + 8zy? (2% + y?)
dxdy (22 +y?)4
—2x(2? + y?) + 8xy?
(22 + 42)3
—223 — 2zy? + Sxy?
(22 + y2)3
—223 + 6zy?
of 22(2° + y*)* — da(2® + y*) (2* — ¢?)
dydz (2 +92)4
22(2° + y?) + da(y® — 2?)
(22 + y2)3
223 4 2xy? + dwy? — 42°
(22 + 42)3
—22° + 62y

Nach der Folgerung von dem Satz von H.A.Schwarz kann es also ein gesuch-
tes f geben. Da R?\ {0} aber nicht einfach zusammenhiingend ist, kann der
Satz 21.1.6 auf Seite 212 nicht angewendet werden.

Y
filz,y) = PO + ¢y
sind alle Stammfunktionen von %, denn es ist %(x, y) = (x;izg)Q.
fa(z,y) = m—i-cx
sind alle Stammfunktionen von %, denn es ist %(w, y) = (;C;J:yy;)g.
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Fiir die gesuchte Abbildung f muss ¢, = c, gelten, dies gilt fiir alle c € R.

flz,y) = +c

_Yy
2 + y2
mit ¢ € R beliebig sind also alle gesuchten Funktionen.

21.3.2 Aufgabe 2

Seien
dg _ 2z(1—¢Y) dg B ey
a?(xvy) - m und aiy(l"y) - (1+SU2)2‘

Finde alle partiell differenzierbaren Funktion g : R? — R mit den gegebenen
partiellen Ableitungen.

LGsung
Es gilt:
09  —2we¥(l1+a?)? = —2xe¥
oxdy (1+ 22)* - (T+22)2
99  —dx(1+a2?)%e¥  —dae?
oydr (1+ 22)4 (14 22)2
Nach der Folgerung von Schwarz kann es also kein gesuchtes g geben, da
9y g
0xdy Oyox
gilt.
21.3.3 Aufgabe 3
Seien
oh Y oh —x

) = md ) =

x2 + y2 T2 + y2 ’
Finde alle partiell differenzierbaren Funktion h : R? \ {0} — R mit den
gegebenen partiellen Ableitungen.

Losung
Es gilt:
oh —2zy
0xdy (2% + y?)?
Oh —2xy

oyor  (z2 +y?)?
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Nach der Folgerung von Schwarz kann es also ein gesuchtes h geben. Da
R? \ {0} aber nicht einfach zusammenhingend ist, kann auch hier der Satz
21.1.6 auf Seite 212 nicht angewendet werden.

hi(x,y) = arctan Ty Cy
Y

sind alle Stammfunktionen von g—ﬁ, denn es ist

Mgyt v _ 1 v _ vy
dz Y L+4 ¢ By e

Weiter sind
T
ho(z,y) = arctan — + ¢,
Yy

alle Stammfunktionen von %’ denn es ist

by = L e L e @
dy Y T sy T A

Fiir die gesuchte Abbildung h muss ¢, = ¢, gelten, dies gilt fiir alle ¢ € R.
Somit folgt

h(z,y) = arctan © + ¢
)

mit ¢ € R beliebig.

Da die nun gefundenen Funktionen h aber nur auf {(z,y) € R? | y # 0} de-
finiert sind, gibt es keine gesuchte Funktion h, da diese auf R?\ {0} definiert
sein miisste.

21.3.4 Aufgabe 4

Es seien
gf(a;,y,z) = 2zy* + zcos(v2),
x
g";(w,y,Z) = 2%,
gf(x,y,z) = xcos(xz) — 32°
z

gegeben.

Finde alle partiell differenzierbaren Funktionen f : R3 — R.
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Losung
Sei a = (a1, az,a3) € R? beliebig.

Da R? einfach zusammenhingend ist, kann der Satz 21.1.6 auf Seite 212
angewendet werden:

_ [ of ' of
S = [ Stoais [ D naas [ Sy

y
= / (2ta3 + ag cos(taz)) dt + / (222t) dt

al a

+/ (z cos(xt) — 3t) dt
as

Yy z

T
= [2ta% +as cos(tag)} + [2%24 + [:r cos(xt) — 3t2]
ay

az as

3

= 2%? +sin(zz) — 23 — (a2 + sin(aras) — a3)

21.3.5 Aufgabe 5
Sei f:R? — R mit f(x,y) = ysinz.

Berechne die r-te Ableitung von f angewendet auf (a,b)” mit (a,b) € R?,

berechne also
D" f(z,y) - (a,b)" € R.

L6sung
Es gilt:
ysinz  fiir 7 hat Rest 0
of ycosx fiir 7 hat Rest 1
orr —ysinz fiir § hat Rest 2
[ —ycosz fiir 7 hat Rest 3
sinx  fiir % hat Rest 0
orf B cosx fiir % hat Rest 1
or—lzdy —sinz fiir =2 hat Rest 2
—cosx fiir % hat Rest 3
87"
ﬁ =0 fiir alle Z 2
oY
Somit ergibt sich
a"-ysine —7r-a""'-b-cosy fiir 7 hat Rest 0
a”-ycosx+7r-a""t-b-siny fiir £ hat Rest 1
Dr . L 4
f(@,y)-(a.b) —a" -ysinz+7r-a""t-b-cosy fiir 7 hat Rest 2
—a" -ycosx —r-a""t-b-siny fiir 7 hat Rest 3



22 Extrema

22.1 Lineare Algebra

Folgende Definitionen und Sétze sollten aus der Linearen Algebra bekannt
sein.

22.1.1 Definition

Seib:V xV — K eine beliebige Bilinearform.

b heifit positiv definit, wenn fiir alle w € V mit u # 0 gilt: b(u,u) > 0.

b heiit negativ definit, wenn fiir alle uw € V mit u # 0 gilt: b(u,u) < 0.

b heiit indefinit, wenn es u,v € V gibt mit b(u,u) > 0 und b(v,v) < 0.

b heifit positiv semidefinit, wenn fiir alle v € V mit u # 0 gilt: b(u,u) > 0.
0.

b heiit negativ semidefinit, wenn fiir alle u € V mit u # 0 gilt: b(u,u) <

22.1.2 Satz 1

Sei b eine symmetrische Bilinearform auf R™, sei {e1, ..e, } die Standardbasis
von R™ und sei B = (@'j)lgi,jgn die zu b gehorige symmetrische Matrix, also

ﬂij = b(ei, ej).

Dann ist b genau dann positiv definit, wenn fiir alle r € {1,..,n} gilt:
det(fij)1<ij<r > 0

22.1.3 Satz 2

Sei b eine symmetrische Bilinearform auf R™, sei {e1, ..e, } die Standardbasis
von R™ und sei B = (f3;j)1<i,j<n die zu b gehorige symmetrische Matrix, also

Bij = b(ei, 6]').

Dann ist b genau dann negativ definit, wenn fiir alle r € {1,..,n} gilt:

(=1)" - det(Bij)1<ij<r > 0

221
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22.2 Lokale Extrema

22.2.1 Definition

Sei M C R"™ offen, sei f: M — R und sei a € M.

f hat bei a ein lokales Minimum < Je >0V x € B(a): f(a) <
(a): fla) 2

f hat bei a ein absolutes Minimum < V€ M : f(a) < f(x).

f hat bei a ein lokales Mazimum < Je >0V z € B.(a):

f hat bei a ein absolutes Maximum < YV x € M : f(a) > f(x).

f hat bei a ein lokales Extremum, wenn f bei a ein lokales Minimum oder
ein lokales Maximum hat.
22.2.2 Satz 1

Sei M C R" offen und sei f : M — R mit einem lokalen Extremum bei
a€ M.

Dann gilt
Df(a) = 0.

Es ist also notwendig, dass D f(a) = 0 gilt, damit f bei a ein lokales Extre-
mum haben kann.

Beweis

Siehe 27.8.4 auf Seite 304.

22.2.3 Satz 2

Sei M C R" offen, sei f: M — R bei a € M zweimal differenzierbar und sei
Df(a) = 0.

Dann gilt:
(1) Ist D?f(a) ist positiv definit, so hat f ein lokales Minimum bei a.
(2) Ist D?f(a) ist negativ definit, so hat f ein lokales Maximum bei a.

(3) Ist D?f(a) ist indefinit, so hat f kein lokales Extremum bei a, sondern
einen Sattelpunkt.

Bei Semidefinitheit kann kein Aussage iiber ein lokales Extremum getroffen
werden.

Beweisskizze

Siehe 27.8.5 auf Seite 305.
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22.2.4 Beispiel 1
Sei f(z,y) = 22 + y? und sei a = (0,0).
Dann gilt Df(a) = 0 sowie

2 0
a a) positiv definit ist, hat ei a ein lokales Minimum.
DDZf()p defi hat f b lokales M

22.2.5 Beispiel 2
Sei f(x,y) = xy, sei a = (0,0) und sei u = (u1, uz).
Dann gilt Df(a) = 0 sowie
01

v = (1) = P
Weiter ist D?f(a) - (u1,u2)? = 2ujug und somit folgt D?f(1,1) = 2 und
D%f(1,-1) = —2.
D? f(a) ist also indefinit und hat somit bei a = (0,0) kein lokales Extremum.

22.2.6 Satz von Weierstral3
Sei M C R" offen und kompakt und sei f: M — R stetig.

Dann hat f ein absolutes Maximum und ein absolutes Minimum in M.

22.3 Extrema mit Nebenbedingungen

22.3.1 Definition

Sei M C R™ offen, sei ¢ : M — R, sei N ={xz € M | f(x) =0} C M mit
f:M — R™ seia€ N und es gelte m < n.

Dann gilt:

(1) ¢ hat bei a ein lokales Maximum mit der Nebenbedingung f(z) = 0,
wenn a ein lokales Maximum von ¢|y ist.

(2) ¢ hat bei a ein lokales Minimum mit der Nebenbedingung f(z) = 0,
wenn «a ein lokales Minimum von |y ist.

Lokale Extrema mit Nebenbedingung sind also lokale Extrema einer Funk-
tion, die auf einer bestimmten Teilmenge eingeschrankt ist.
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22.3.2 Satz von Lagrange
Sei M C R"™ offen, sei p : M — R differenzierbar, sei
={zeM| filzx)=0firalei=1,..,.m} C M
mit der stetig differenzierbaren Funktion f = (f1,.., fm) : M — R™, sei
a=(ay,..,a,) € N und es gelte m < n.
Sei weiter a ein lokales Extremum von ¢ mit der Nebenbedingung f(z) = 0.

Dann gibt es eindeutig bestimmte A1, .., A, € R, so dass fiir alle : = 1,..,n
gilt:

I - of;
37561'(@17”70%) + Z)\J . aixji(al,..,an) =0

J=1

Bemerkung

Wenn es also Ay, .., Ay, gibt und fiir alle i =1,..,n

Op S 8f
o, al,.., + Z)\] ] al, 7an) =0

J=1

gilt, so ist eine notwendige Bedingung fiir ein Extremum unter Nebenbedin-
gungen erfiillt.

Ob es sich nun bei dem Punkt a wirklich um ein Extremum oder nur um
einen Sattelpunkt handelt, ist manchmal nur schwer zu iiberpriifen.

22.3.3 Beispiel
Sei ¢ : R? — R mit ¢(z,y) = 22 + %

Gesucht ist ein lokales Extremum von ¢ unter der Nebenbedingung

flz,y) = y—x—-1 = 0.

Es gilt
dp 8f
— = &S 22— A =
Ox A oz 0 . 0
9p  \Of
= 2 =
oy + A dy 0 < y+A 0,

somit folgt x = —y.
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Wegen der Nebenbedingung y — ¢ — 1 = 0 gilt also

y+y—1=2y—1 = 0

[=

. . 1 . o
und es ergibt sich x = —5 sowie y = 3.

(—%, %) ist ein lokales Minimum unter der gegebenen Nebenbedingung, da

o fiir grofle (x,y) beliebig grol werden kann.

22.4 Aufgaben

22.4.1 Aufgabe 1
Sei f: R? — R mit

1
f(z,y) = m
Finde alle lokalen Extrema von f.
Losung
Es muss also D f(z,y) = 0 gelten:
of -2z
or (22 +y?+1)2
o _ %y
oy (@ +y?+1)

Df(x,y) = 0 gilt also nur fiir (0,0) € R2. Es ist nun die zweite Ableitung
zu untersuchen:

—2(z%+y?+1)2 4822 (22 +y2+1) 8ay(z+y°+1)
) (@2 +y>+1)* (z?+y2+1)*
D f(z,y) =
Szy(@?+y?+1) —2(2? 4y +1)° 48y (22 +y° +1)
(@22 +1)% (@2 +y2+1)4

D?f(0,0) = (02 _02>

D?£(0,0) ist negativ definit und somit hat f bei (0,0) ein lokales Maximum.

22.4.2 Aufgabe 2
Sei f:R? — R mit f(z,y) =23+ y> — 32 + 3y.

Finde alle lokalen Extrema von f.
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Losung

Fiir ein lokales Extremum von f ist es notwendig, dass D f(z,y) = 0 gilt:

of

_ 2
9 3z 3
of 2
- = 3 3
oy v

f hat keine lokalen Extrema, da fiir kein y € R gerade D f(z,y) = 0 gilt.

22.4.3 Aufgabe 3
Sei ¢ : R? — R mit
o(r,y,z) = z+y+ 2.

Finde alle lokalen Extrema von ¢ unter den Nebenbedingungen
2?4y = 2 und r+z = 1.

Losung

Die Funktion f : R?® — R? zu den beiden Nebenbedingungen ist also
f(x>yaz) = (xQ +y2 _27 T+ 22— 1) = (010)

Es muss also folgendes Gleichungssystem gelost werden:

o | Oh . O
ox +)\8x +'u837
oy df1 Ofa
ay—i—)\ay—i—,uay 0 <« + A2y 0
dp Ofi  Of2
0z 0z ”az

=0 & 14X Xx+4+p =0

=0 & 1l+4+p=0

A= ——, = -1 und z = 0.

Es miissen nun noch die beiden Nebenbedingungen erfiillt werden:

r+2z =1 = z=1
P2+ =2 = yz:l:\/i

Unter den gegebenen Nebenbedingungen hat ¢ also bei (O, -2, 1) ein lo-
kales Minimum und bei (0, V2, 1) ein lokales Maximum.
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22.4.4 Aufgabe 4

Sei ¢ : R? — R mit
olx,y,z) = zy+ 2z.

Finde mogliche lokale Extrema von ¢ unter den Nebenbedingungen
r+y = —=z und 2?4+t 422 = 24,
Losung
Die Funktion f : R?® — R? zu den beiden Nebenbedingungen ist also
flz,y,2) = (x+y+2z 22 +y>+22—-24) = (0,0).

Es muss also folgendes Gleichungssystem gelost werden:

— —_— = 2 —
8m+)\8x +M8m 0 & y+A+p2z 0
0 0 0

ﬁ_,_/\i_i_uﬁzo S x+A+u2y =0
oy oy oy

—+ A —4+pu=—= =0 & 24A+p2z =0
z
Es ergeben sich die Losungen
A= —p2zx—vy, A= —p2y—=x und w = 1/2.

Es miissen nun noch die beiden Nebenbedingungen erfiillt werden:

r+y+2=0 = z=-1
= z=1—-y
42 —24=0 = y=1/24/1/4+11
= x=1/2+/1/4+11

Mogliche lokalen Extrema unter den Nebenbedingungen kann es also bei den
vier Punkten

L + L 11 L + L 11 1

PR I

22.4.5 Aufgabe 5
Sei f(z,y) = (222 + y2)e =" 2"

geben.

Berechne alle lokalen Extrema von f.
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Losung

Damit f bei (z,y) 2 ein lokales Extremum haben kann, ist es notwendig,

S
0, 0 .
dass %(w,y) = 8—5(3:,3/) =0 gilt.
0
8—f = dz- e 4 (202 +9P) - (<22) e T
x
= (4o — 423 — 229°) e
0
a£ = 2T 4 (2% 4 yP)  (dy) e T

= (2y - 82%y — 4y’) e "W

Da e® > 0 fiir alle x € R, gilt:

0
87130 =0 o (dr—42®—-20y%) =0
of 2 3
— =0 < 2y —8 —4 =0
By (2y — 82"y — 4y°)
Somit ergeben sich durch
1 1
x3+§xy2—x = <x2+(2y2—1>)x =0 und
3 2 1 2 2 1
y+2azy—§y = y+<2:1: —5) y =0

folgende drei Mengen:

A = {(m,y)eR" gi—O}

1
(r,y) € R" x:()und:c:j:@}

1
(x,y) e R" $=0undx:;|:\/;.ﬂ}

(xz,y) e R" 35:0}

(v.y) €R" | Df(z.y) =0}

= {($,y)ERn y=0und y = +v2- ;_xQ}
A
{(070)7 (170)7 (_170)7 (0,\/2), (07_ ;)}
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Nach der notwendigen Bedingung kann f also nur bei den Punkten aus C
ein lokales Extremum haben.

[ hat bei (z,y) € C ein lokales Minimum, wenn D? f(z,y) = H¢(z,y) positiv
definit ist, und ein lokales Maximum, wenn D?f(z,y) = H(z,y) negativ
definit ist:

an)

= indefinit

aigx = (4 —202° — 29 + 8zt + 4a?y?) e "2
a%y = (2—82% — 20y% + 322%y% + 16y*) e = "2
a%y - aigx —  (162%y + 8xy® — 20ay) e~
Es folgt:
H(0,0) = < g g ) = positiv definit
H(1,0) = ( _Og _0@ ) = —( % (Q) > = negativ definit
e e
H¢(—1,0) = < e _0§ ) = —( (% 8 ) = negativ definit
e e
Hy (0, ;) = < g _O§ > = indefinit
e
)

Oalw
|
ol

1
Hi 0, =/ | =
Es ergeben sich somit folgende lokale Extrema von f:
(1) Lokales Minimum bei (0, 0).

(2) Lokales Maximum bei (1,0).
(3) Lokales Maximum bei (—1,0).

22.4.6 Aufgabe 6

Zeige mit dem Satz iiber lokale Extrema mit Nebenbedingungen, dass auf der
2-Sphithre S? = {(x,y,2) € R? | 22 4+y?+ 2% = 1} stets é <ziyttt<i
gilt.

Losung

Sei ¢ : R? — R mit ¢(z,y,2) = z* + y* + 2%

Es sind also alle lokalen Extrema von ¢ unter der Nebenbedingung

flz,y,2) = 2 +y*+22 -1 = 0
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zu finden.

Notwendig fiir ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung ist, dass es
ein 0 # X € R gibt, so dass die folgenden Gleichungen gelten:

Oy af 3

Eaal = & 4P - N2z =
o )\833 0 x A2x 0
Oy af 3

A = Ay — N2y =
3y )\ay 0 <« y° — A2y 0
Oy af 3

L A= = 4z° — N2z =
9, )\az 0 < z A2z 0

Mit geeigneten A gelten alle Gleichungen nur dann, wenn

r==+y==xz
oder r=0, y==+z
oder y=0, ==z
oder z2=0, x =1y
oder y=2z=0, z#0
oder z=2=0,y#0
oder r=y=0, z#0.

Da aber auch noch die Nebenbedingung z? + y? + 22 = 1 gelten muss, gibt
es folgende Moglichkeiten fiir x, y und z:

r=y=z = 1r=y=z==%,/1/3 8Punkte
r=0,y=2 = y:z:im 4 Punkte
y=0, x =2 = x:2:i\/m 4 Punkte
z=0, =y = ac:y::t\/m 4 Punkte
y=z=0, 2#0 = r==l1 2 Punkte
r=2z=0,y#0 = y=4=41 2 Punkte
r=y=0, 2z#£0 = z ==+l 2 Punkte

Fiir alle Funktionswerte ¢ der 26 moglichen lokalen Extrema und Sattel-
punkte von ¢ gilt % <c<1:

¢ (VIBAIRNVIB) = 13
o (VIBVIB-VIB) = 13
o (0VIPV) = 1

¢(0,0,1) = 1
©(0,0,-1) = 1

Fiir alle (x,y, z) € S? gilt demnach % <zttt <L



23 Taylorreihen

23.1 Definitionen und Satze

23.1.1 Taylorpolynom

Sei M C R™ offen sei f : M — R, sei a € M fest und sei f bei a r-mal
differenzierbar.

Dann heif3t
1R — R

r Z— DFf(a) - (z — a)*

das r-te Taylorpolynom von f bei a.

pr—1 ist wie im Eindimensionalen eine Anndherung von f um den Punkt a.

23.1.2 Satz 1

Sei M C R™ offen, sei f: M — R, sei a = (a1, ..,a,) € M fest, sei f bei a
r-mal differenzierbar und sei = (z1,..,2,) € M.

Dann wird das Taylorpolynom p,_1 gegeben durch

p 1 = #(xl_al)kl (:L' —a )kn(?kif(a)
" Z kil .- k! o OFrgq. . Okng, ~ "
k1,..,kn>0
k1+..+kn=k

Durch diesen Satz lassen sich viele Aufgaben recht schnell und einfach 16sen.

23.1.3 Taylorformel

Sei M C R™ offen, sei f : M — R, sei a € M fest und sei f bei a r-mal
differenzierbar.

f(z) = pr_i(x) + Ry (z,a)
ist die Taylorformel von f an der Stelle a.

R, (z,a) ist dabei das r-te Restglied von f mit Entwicklungspunkt a.

231



Kap.23  Taylorreihen 232

23.1.4 Restglieddarstellung

Sei M C R" offen, sei f: M — R, sei a € M fest und x € M, sei [a,z] C M
und sei p € N.

Lagrange Restglied
1
Ry(z,0) = — D' f(a+1t(x—a)-(z—a)
rl

fiir ein ¢ €]0, 1].

Schlémilchsches Restglied

_ Q=D et b —a)) - (2 — @)
Re(r.a) = (Dt e —a) - (2 a)
fiir ein ¢ €10, 1[.
Cauchysches Restglied
Reea) = S0 prfat o —a) - (@ —ay
r(x,0) = 1) a T —a r—a

fiir ein ¢ €]0, 1[.

Das Lagrange Restglied ist das Schlémilchsche Restglied mit p = r und das
Cauchysche Restglied das mit p = 1.

23.1.5 Beispiel 1

Sei f:R? — R mit f(z,y) = e%y.

Berechne alle Taylorpolynome p, und die Taylorreihe von f(z,y) um den
Punkt a = (0,1).

Lésung
Es gilt:
F0,1) = 1
Df(z,y) = (e'y €")
DO = (1 1)
2 = (7))

(
2.1 = (
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D*f(z,y) =

(
o = (

Nach dem Taylorpolynom

pr(z) = %~Dkf(a)-(a:—a)k
k=0

ergeben sich also fiir pg bis ps folgende Polynome:

w(ey) = FO.1) =1
ey = mlen)+(1 1)y

= l+z+y—1=x+y
pen) = mea)+ g (7 g ) @12

= pl(:v,y)+1-(az+y—1 x ) (z,y—1)

2
1
= pilz,y)+ (@ +ay—z+ay—x)

2
1
= Pl(way)+§($2+2$y—2$)
L o
= x+y+§(x + 2zy — 2x)

men) = men by (G oo b o ) @1

= )t (P by -2 @)y 1)

1
= po(x,y) + 6 (x3 + 322y — 3x2)

1 1
= yc~l—y+f(x2—|—2xy—2x)+6-(903—1-3902;/—3:5'2)

2

233

Gesucht sind alle Taylorpolynome von f(z,y), also p, mit r € N beliebig.
Das einzige Problem dabei ist, dass die r-te Ableitung von f(z,y) bendtigt
wird. Wie man jedoch sogar schon an den ersten drei Ableitungen erkennt,

gilt aber

of o
%(%Zy) = id = ey,
of
orx

(07 1) = 1
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or—lzoty Y T
o f
or—lzdly 0 =1
&(:ﬂ ) = 0 furalle leNmit2<I[<r
or—lzaly Y T =t=r

Da es nach dem Satz von H.A.Schwarz egal ist, in welcher Reihenfolge nach
x und nach y abgeleitet wird, folgt also

r r 8Tf r—1 arf r
D 1)- 1) = ro—1 (0,12 (y—1 1)-
F0,1) - (z,y = 1) T gigy D =)+ (0 )
=1 =1

e T.(fol‘(y_l))_i_xT
= ra"ly —ra" 42"

Daraus ergibt sich nun genau das r-te Taylorpolynom
~ 1
pr(z,y) = 1 + Z 2l (kxkily — ka4 xk> .
k=1

Das Ergebnis stimmt genau mit den ausgerechneten pg bis ps iiberein.
pr(x,y) lasst sich jedoch noch weiter vereinfachen:

T

prlz,y) = 1 + Zl(kx""ly—kxk_“rwk)

k!
k=1
r k—1 k—1 k
¥y T T
= 1 — —_
+ Z;Qk—n! w—1ﬂ+kJ
r k—1 r
"y
2 (k= 1)! !
T N P AR
- Y ) !
B "z z"
- k*OE T

Fiir » — oo ergibt sich also die Taylorreihe

=0

da f—T fiir r — oo gegen 0 konvergiert.
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23.1.6 Beispiel 2
Sei f:R3 — R mit f(x,y,2) = sinxcosye.
Berechne das Taylorpolynom ps um den Punkt a = (0,0,0).

L6sung
Es gilt:
f(0,0,0) = 0
Df(xz,y,z) = ( cosxcosye® —sinxsinye® sinxcosye®)

Df(0,0,0) = (1 0 0)

—sinxcosye® —cosxsinye® cosxzcosye”
D?f(z,y,2) = —coszsinye® —sinzcosye® —sinzsinye?
cosrcosye® —sinzxsinye® sinxcosye®
0 01
D?£(0,0,0) = 000
100

Es ergeben sich nun folgende Polynome:

pO(:caywz) - f(0,0,0) =0

pi(z,y,2) = po(z,y,2)+(1 0 0)-(x,y,2)
=

_— o O

01
1
pQ(‘/L‘ay?Z) = pl(xayaz)+§' 00 '(x’yvz)Z
) 0 0

1
= pl(xayuz) + 5 : (ﬂj‘Z + Zﬂj)
= x+x2
Es gilt sogar folgender Satz:

23.1.7 Satz 2

Eine Taylorreihe im R™ kann als Produkt von den einzelnen konvergenten
Taylorreihen dargestellt werden.

23.1.8 Beispiel

Sei f:R3 — R mit f(x,y,2) = sinxcosye.
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Dann gilt also

f(x,y,z) = sinzcosye®
B 00 (_ n 0o ﬁ
N ;(2n+1 o nz:;]n!
25 y2 2

SR S SR I
= Thzz— oot - oy sz

23.2 Aufgaben

23.2.1 Aufgabe 1

Sei f: R? — R mit

1
f(z,y) = 1-—z—y2

Finde die Taylorreihe von f um (0,0) fiir alle (z,y) € R? mit |z + y?| < 1.

Losung
Nach der geometrischen Reihe gilt

1
1 —(z+y?)

[e.9]

= > (@+y’)"

n=0
= 1+@+y)+ @+ +@+y")° +...
= I+t +a®+20® +yt + 23+ 302 3yt + o5+

flz,y) =

Demnach ist die Taylorreihe von f um (0,0) fiir |x + y?| < 1 gerade

o0

fla,y) = D (@+y*)"

n=0
Dank der geometrischen Reihe entfillt also das Ausrechnen der r-ten Ablei-
tung und die Abschétzung des Restgliedes.
23.2.2 Aufgabe 2
Sei f:R? — R mit f(x,y) = ysinz.
Berechne das Taylorpolynom ps um den Punkt a = (0,0).
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Losung
Es gilt:

f(0,0) = 0

Df(z,y) = (ycosz  sinz)
Df(0,0) = (0 0)
s = (e )

D2f(0,0) = <O é)

1
B (—ycosx —sinz ) ( sinz  0)
Df(zy) = < (— ysmx 0 ) 0 0) )
oo - ({331 (2 1)
i B ((ysinx —cosz)(—cosz 0)) ((—cosz 0)(0 O))
Difwy) = (((cosa; 0 0 o)(( 0 0)0
(0 =1) (=10)) ((=10) (

\ B ( 00))
D*f(0,0) = (((_1 0) (00)) ((0 0) (00))>

po(z,y) = [f(0,0)=0

pi(z,y) = po(z,y)+(0 0)-

pQ(‘rvy) = pl(x7y)+21!'<

p3(z,y) = P2($’?/)+3!'<(0 0) (00)

pa(z,y) = ps(z,y)+ — - Df(0,0) (z,y)*

237



24 Implizite Funktionen

Es kann das Problem auftreten, Gleichungen und Ungleichungen betrachten
zu miissen, die keine Funktionen sind.

Da man jedoch mit Funktionen besonders gut umgehen kann, versucht man
eine gegebene Gleichung oder Ungleichung so auf eine Teilmenge der gegebe-
nen Menge zu beschrianken, dass sie durch eine dquivalente Funktion ersetzt
werden kann.

Implizite Funktionen beschéftigen sich somit auch mit der Umkehrbarkeit
im Mehrdimensionalen.
Beispiel
Gegeben sei in R? die Gleichung
2?4+ 4y? = 2.
A

e
T

X

Abbildung 26

Diese Gleichung ldsst sich weder als Funktion y = f(x) noch als x = f(y)
schreiben. Auf der Teilmenge

D = RxR;y = {(z,9) €R? | z >0} C R?

ist 22 + 4y? = 2 jedoch #quivalent zum Graph von

f@) = SV2—a2.

2

Des Weitern werden in diesem Kapitel einige Begriffe der hoheren Analysis
eingefiihrt.

238
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24.1 Definitionen und Satze

24.1.1 Grundlegende Definitionen
Sei (M, d) ein metrischer Raum.
FEine Abbildung T : M — M heifit eine Transformation von M.

Sind S und T Transformationen auf einer Menge M, so schreibt man kurz
ST fiir S oT. Analog schreibt man fiir ein a € M auch Ta fiir T'(a).

Es wird definiert
T = idyy, T = T, = 77

24.1.2 Definition

Sei T : M — M eine Transformation und sei a € M.

Dann heifit a ein Fizpunkt von T, wenn Ta = a gilt.

24.1.3 Beispiel
Sei T : R? — R? mit T'(x,y) = (y, ). Dann ist
F={(z,y) eR* | 2 =y}

die Menge aller Fixpunkte von T

24.1.4 Satz 1

Sei T : M — M eine Transformation und sei n € N.

Hat T™ genau einen Fixpunkt, dann hat auch T genau einen Fixpunkt.

Beweis

Es ist klar, dass jeder Fixpunkt a von 7" auch ein Fixpunkt von 7™ ist, also
kann T hochstens einen Fixpunkt haben.

Sei nun @ ein Fixpunkt von 7™, dann ist auch Ta ein Fixpunkt von 7", da
T'"Ta = T""'a = T""a = TT"a = Ta

gilt. Weil T™ aber genau einen Fixpunkt hat, folgt T'a = a. O

24.1.5 Definition

Sei T': M — M eine Transformation auf einem metrischen Raum (M, d).

T heifit eine Kontraktion oder Zusammenziehung von M, wenn eine
der dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:
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(1) 3g<1Vaeye M: dTx,Ty) < qd(z,y)

(2) Yo,ye M : dTz,Ty) < d(z,y)

24.1.6 Satz 2

Eine Kontraktion kann héchstens einen Fixpunkt haben.

Beweis

Sei T : M — M eine Kontraktion mit ¢ < 1 auf einem metrischen Raum
(M, d) und seien a,b € M zwei Fixpunkte von T

Dann gilt
d(a,) = d(Ta,Tb) < qd(a,b),

aber da ¢ < 1 ist, kann diese Ungleichung nur fiir d(a,b) = 0 und somit
a = b richtig sein. O

24.1.7 Fixpunktsatz von Banach

SeiT : M — M eine Kontraktion mit ¢ < 1 auf einem vollstdndig metrischen
Raum (M, d).

Dann hat T genau einen Fixpunkt.

Beweis

Siehe 27.8.6 auf Seite 305.

24.2 Differentialgleichungen
24.2.1 Satz 1

Sei I = [a,b] C R ein Intervall und sei C(I,R) der Raum aller stetigen
Funktionen f : I — R. Sei weiter T": C(I,R) — C(I,R) eine Transformation
mit genau einem Fixpunkt f.

Dann gibt es eine Abbildung A : R — R und eine Abbildung b : I — R mit
b e C(I,R), so dass f folgende Eigenschaften hat:

(1) f(a) =0,

(2) fiir alle z € I gilt f(z) = [(A(t)f(¢) + b(¢))dt,

a

(3) f:I— R ist differenzierbar.
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24.2.2 Beispiel

Zeige, dass es genau eine differenzierbare Funktion f : [0,1] — R mit
fl(x) = 23 f(z)? + 2zsinz
gibt.

L6sung

Sei I := [0,1] C R ein Intervall und sei C(I,R) der Raum aller stetigen
Funktionen f: I — R.

Sei nun T': C(I,R) — C(I,R) eine Transformation mit

Tf(z) = /Ox (£ f(t)* + 2tsint) dt.

Sei weiter f € C(I,R) ein Fixpunkt von 7', dann gilt

flz) = Tf(x) = / (£ f(t)* + 2tsint) dt.
0
Nach dem Hauptsatz der Analysis folgt
fl(z) = 23 f(z)? + 2zsinz

und es gilt f(0) = 0.
Es ist also noch zu zeigen, dass T' genau einen Fixpunkt hat.

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes ldsst sich zeigen, dass fiir jeden Fixpunkt f
von T gilt:

1
flx) < 3 fiir alle z €1

Sei B := {g eC(LR)|g< %} und seien g, h € B beliebig. Dann gilt

Tg(x) — Thiz)| =

x
/ (£ g(t) + 2tsint — ¢ - h(t)* — 2 sint) dt‘
0

/Oz <t3 (9(t)* = h(t)?) ) dt’
= [ (B 1+ n) loo -~ hio) ) de
) (- 1g) +he)

<1

< /“ﬁwwmw—hw|

0

= 3] e -no
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= o lott) — h(o)

4
< 1+(3) -no)
= = lot) R

Das heifit, dass T'|p eine Kontraktion von C(I,R) ist. Da C(I,R) vollsténdig
ist, ist auch B vollstdndig. Des Weiteren liegen alle méglichen Fixpunkte von
T in B, also folgt nach dem Fixpunktsatz von Banach, dass T genau einen
Fixpunkt hat.

Dieser Fixpunkt erfiillt die geforderten Bedingungen.

24.3 Implizite Funktionen

24.3.1 Definition

Sei M C R™ x R™ offen und nicht leer, sei @ : M — R™ mit (z,y) — Q(x,y)
und sei f: N — R™ mit N C R™

Die Funktion f heifit eine durch Q) impliziert definierte Funktion, wenn
gilt:

(1) Fiir alle x € N gilt (z, f(x)) € M.
(2) Fiir alle x € N gilt Q(z, f(x)) =0.
24.3.2 Beispiel 1
Aus dem Beispiel oben ist
M = {(z,y) eR? |2*+4y* =2} C RxR = R?
und es ergibt sich @ : R? — R mit Q(z,y) = 2% + 4y* — 2.
Sei nun N =] —/2,v/2[C R, dann gilt fiir f: N — R mit

fla) = V242

(z, f(z)) € M und Q(z, f(x)) = 0 fiir alle z € N. Also ist f eine durch @
impliziert definierte Funktion.

24.3.3 Beispiel 2

Sei Q : R? — R mit Q(z,y) = 22 +9% — 1.

{Q(x,y) = 0} ist also genau der Einheitskreis im R2.
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Fiir folgende z ist Q(z,y) = 2 + 4% — 1 = 0 also eindeutig nach y auflésbar:
|z| > 1 unlosbar
|| =1 y=0
lz| <1 y==+v1-—2a2

24.3.4 Satz 1

Sei M C R™ x R™ offen, sei @ : M — R™ r-mal differenzierbar und sei f
eine durch @) impliziert definierte Funktion.

Dann ist auch f r-mal differenzierbar.

24.3.5 Satz iiber implizite Funktionen 1

Sei M C R™ x R™ offen, sei @ : M — R™ mit (z,y) — Q(z,y) stetig
differenzierbar, (a,b) € M mit Q(a,b) = 0 und sei D(3Q(a,b) : R™ — R™
invertierbar.

Dann gibt es eine offene Umgebunge U C R™ mit a € U und eine offene
Umgebung V C R™ mit b € V, so dass gilt:

(1) UxV C M,

(2) es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung f : U — V, so dass
Q(z, f(x)) = 0 fir alle x € U gilt,

(3) f ist stetig differenzierbar,
(4) f(a) =0.

Das heifit Q(z,y) kann in einer Umgebung von (a,b) durch eine eindeutig
bestimmte stetig differenzierbare Funktion f : U — V dargestellt werden.

Dabei ist D)@ die durch die Projektionen von @ auf Q1, .., Qm gegebene
Determinante (vergleiche Satz iiber implizite Funktionen 2).

24.3.6 Beispiel 1

Sei Q(z,y) = 22 — y2. Es soll untersucht werden, fiir welche x € R nun @
durch eine Funktion f mit Q(x, f(x)) dargestellt werden kann.

Es gilt
Q(z,y) = 0 firy=+x,
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Gesucht sind also alle z € R, fiir die %(m, +z) invertierbar ist. Es gilt

0Q B
8—y(x, +z) = +2z,

daher folgt, dass %(m, +x) # 0 fiir alle x # 0 gilt.

Somit ist %—S(m,:l:x) = +2z fir alle z # 0 invertierbar und es kann @) in
einer Umgebung von Q(z, f(z)) durch eine Funktion f dargestellt werden.

24.3.7 Beispiel 2

Sei Q(x,y) = (z — y)?. Es soll untersucht werden, fiir welche x € R nun @
durch eine Funktion f mit Q(z, f(x)) dargestellt werden kann.

Es gilt
Qx,y) = 0 firy=ux,
oQ B
?y(w,y) = —2(z—y).

Gesucht sind also alle x € R, fiir die %(m, x) invertierbar ist. Es gilt

oQ

a—y(x, x) = 0,

somit ist %(x, x) fiir kein « € R invertierbar.

Demnach kann @ in keiner Umgebung von Q(z, f(x)) durch eine Funktion
f dargestellt werden.

24.3.8 Beispiel 3

Sei Q(z,y) = 23 + y3. Es soll untersucht werden, fiir welche x € R nun Q
durch eine Funktion f mit Q(z, f(x)) dargestellt werden kann.

Es gilt
Q(z,y) = 0 firy=—ux,

oQ B 2
8y(x,y) = 3y

Gesucht sind also alle z € R, fiir die %(as, —x) invertierbar ist. Es gilt

2Q
oy

daher folgt, dass %(l’, —x) # 0 fiir alle x # 0 gilt.

(.1‘, _ZE) = 3.%'2,

Somit ist %(w, —x) = =3z fir alle z # 0 invertierbar und es kann @ in
einer Umgebung von Q(z, f(x)) durch eine Funktion f dargestellt werden.
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24.3.9 Satz iiber implizite Funktionen 2

Sei M C R™ xR™ offen, sei Q : M — R™ stetig differenzierbar, sei (a, b) eine
Losung des durch Q(z,y) = 0 gegebenen Gleichungssystems und es gelte fiir
die durch die Projektionen von ) auf @)1, .., @, gegebene Determinante

Q1 Q1
91 T Oym
: : ) (a7 b) # 0.
0Qm, 0Qm
oy T Oym

Dann kann das Gleichungssystem Q(z,y) = 0 in einer Umgebung von (a, b)
stetig differenzierbar nach y = (y1, .., ym) aufgelost werden.
Bemerkung

Der Satz iiber implizite Funktionen 1 ist so allgemein gehalten, dass die-
ser Satz im Grunde nur ein vereinfachter aber ausreichender Spezialfall des
ersten Satzes ist.

Beweisskizze

Siehe 27.8.7 auf Seite 306.

24.3.10 Beispiel 1
Sei Q : R? — R mit Q(z,y) = 22 + 1> — 12.
Dann ist (2,2) eine Losung des Gleichungssystems Q(z,y) = 0. Es gilt

(2,2) = O—Q-(m) = 3y%-(2,2) = 12 # 0.

‘%
dy

9y

Somit kann das Gleichungssystems Q(z,y) = 0 in einer Umgebung von (2, 2)
nach y = f(z) aufgelost werden.

24.3.11 Beispiel 2
Sei Q : R3 — R mit Q(z,y,2) = zy +yz + 2 — 2yz — 4.

Dann ist (2,2, —3) eine Losung des Gleichungssystems Q(z,y, z) = 0. Es gilt
9Q

| % |- 22,-8) = 55 (22-3) = y+o-ay- (22.-3) = 0.

Das Gleichungssystems Q(z,y,z) = 0 kann also in keiner Umgebung von
(2,2,—3) nach z = f(x,y) aufgelost werden.
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24.4 Umkehrsatz und Satz vom Rang

24.4.1 Definition
Sei M C R"™ offen, sei f: M — R™ stetig differenzierbar und sei a € M.
Dann ist
rg,f = rang(Df(a))
der Rang von f bei a.
24.4.2 Beispiel
Sei f:R? — R2 mit f(z,y) = (2 — 32, zy). Dann gilt

Df(z,y) = (2x _2y>-

y xz

Anhand der Determinante det(D f(x,y)) = 222 + 2y? erkennt man, dass

B 2 fir a#(0,0)
oS = {0 fir a=(0,0)

gilt.

24.4.3 Definition
Sei M C R"™ offen, sei f: M — R™ stetig differenzierbar und sei a € M.

a heifit reguldrer Punkt von f oder f heifit reguldr bei a, wenn eine der
folgenden #quivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(1) Df(a) ist surjektiv.

(2) Df(a) hat maximalen Rang.

(3) rg,f = minfn,m}.

f(a) heiit dann reguldrer Wert von f.

Ist a nicht regulér, so heifit a singuldrer Punkt von f und f(a) heift
kritischer Wert von f.

2444 Satz 1

Sei M C R" offen, sei f: M — R™ stetig differenzierbar, sei a € M und sei
g, f = k.
Dann gibt es eine Umgebung U C M mit a € U, so dass fiir alle z € U gilt:

rg,f >k
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24.4.5 Umkehrsatz

Sei M C R™ offen, sei f : M — R™ r-mal stetig differenzierbar und sei
a € M ein regulérer Punkt von f.

Dann gibt es eine offene Umgebung U C R™ mit ¢ € U und eine offene
Umgebung V' C R™ mit b = f(a) € V, so dass es weiter eine Funktion

g:V-U
gibt, die r-mal stetig differenzierbar ist und fiir die g(b) = a sowie fog = idy
gilt.
g ist also die Umkehrfunktion von f in der Umgebung V.

Beweisskizze

Der Umkehrsatz ist eine Folgerung aus dem Satz iiber implizite Funktionen.

Sei Q : M xR™ — R™ mit Q(x,y) = z— f(y). Dann ist auch @ r-mal stetig
differenzierbar und (a,b) = (f(a),a) ist eine Losung des durch Q(z,y) =0
gegebenen Gleichungssystems. Weiter gilt

det (Zg(a,b)) # 0,

da a ein reguldrer Punkt von f ist.

Es gibt nun eine eindeutig bestimmte Auflssungsfunktion = = g(y), was
gerade der lokalen Umkehrfunktion von f entspricht.

24.4.6 Definition

Sei M C R"™ offen und sei f: M — R™ stetig differenzierbar.

f heiBit eine Immersion, wenn fiir alle x € M rg, f = n gilt.

f heiBlt eine Submersion, wenn fiir alle x € M rg, f = m gilt.

24.4.7 Kleiner Satz vom Rang

Sei M C R™ offen, sei f : M — R™ r-mal stetig differenzierbar und sei
a € M mit rg, f =m.

Dann gibt es offene Menge U,V C R™ mit a € U und es gibt einen C"-
Diffeomorphismen g : V — U, so dass gilt:

(fog)(x) = Df(a)-(x) e R™ firalle z €V
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24.4.8 Satz vom Rang

Sei M C R™ offen, sei f : M — R™ r-mal stetig differenzierbar und sei
a € M mit rg, f = k konstant.

Dann gibt es offene Menge U,V C R", offene Mengen W, N C R™ und zwei
C"-Diffeomorphismen g : V — U und h: N — W, so dass gilt:

(1) f(U)cN
(2) (hofog)(x)=Df(a) (x) e R™ furalle zeV

n "

R ﬁ_—> R’
2
/g /h
(O

Df(a) - @

Abbildung 27

24.5 Aufgaben

24.5.1 Aufgabe 1

Sei M = {(x,y,2) € R® | 2y — zlogy + e** = 1}.

Zeige, ob sich M in einer Umgebung von (0,1, 1) als Graph von y = f(z, 2)
oder von z = g(x,y) darstellen lisst.

L6sung

Sei Q : R? — R mit Q(z,y, 2) = zy—zlogy+e” —1. Dann ist Q(z,y,2) = 0
also das zu M gehorige homogene Gleichungssystem.

Da @ stetig differenzierbar und (0, 1,1) eine Losung dieses Gleichungssys-
tems ist, ldsst sich durch den Satz iiber implizite Funktionen iiberpriifen, ob
@ in einer Umgebung von (0, 1,1) nach y = f(x, z) auflosbar ist. Es gilt

@):i@:x_i und

0y dy Y

0Q1

= 01.1) =0-1 = —1 .
5, | 011 =0 40

Das Gleichungssystems Q(z,y,2) = 0 kann also in einer Umgebung von
(0,1,1) nach y = f(x, z) aufgelost werden.



Kap.24 Implizite Funktionen 249
Demnach kann M in einer Umgebung von (0, 1, 1) als Graph von y = f(z, z)
dargestellt werden.

Weiter ist zu iiberpriifen, ob @ in einer Umgebung von (0,1,1) nach z =
g(z,y) auflosbar ist.

Es gilt
Q1  0Q -
W = % = logy-l-xe und
0Q1 B B
= )(0,1,1) = 0+0 = 0.

Das Gleichungssystems Q(z,y,z) = 0 kann also in keiner Umgebung von
(0,1,1) nach y = f(x, z) aufgelost werden.

M kann also in keiner Umgebung von (0,1,1) als Graph von y = f(z, 2)
dargestellt werden.
24.5.2 Aufgabe 2
Sei die Menge M gegeben durch
M = {(z,y,2) € R?® | 2% +y* + 2* = 20 oder  — vy + 2 = 4}.
Zeige, ob sich M in einer Umgebung von (0,2,4) als Graph von y = fi(x)
oder von z = fa(x) darstellbar lasst.
Losung
Seien Q1, Q> : R? — R mit
Qi(z,y,2) = 22 +¢y*+22-20 und
Q2(x,y,2) = z—axy+2z—4.

Dann bilden Q1 (z,y,2) = 0 und Q2(x,y, z) = 0 das zu M gehoérigen homo-
gene Gleichungssystem.

Da @1 und Q2 stetig differenzierbar sind und (0, 2,4) eine Losung des Glei-
chungssystemes ist, kann der Satz iiber implizite Funktionen angewendet
werden. Es gilt

8(;21 88621
Y # 2y 2
D (z,y,z) = = A 2y + 2.
-z 1
9Q2  0Qs
oy 0z

Da D - (0,2,4) = 4 # 0, kann Q = (Q1,Q2) also in einer Umgebung von
(0,2,4) nach y = fi(x) und z = fo(x) aufgelost werden und somit ldsst sich
M in dieser Umgebung als Graph von y = fi(x) und z = fo(z) darstellen.
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24.5.3 Aufgabe 3
Sei Q(z,y) = 22 — %ny - %y‘l.

Untersuche, fiir welche x € R nun @ durch eine Funktion f mit Q(x, f(z))
dargestellt werden kann.

Losung

Gesucht sind zunichst alle (z,y) € R?, fiir die Q(x,y) = 0 gilt:

, 1 1, 1 1 1

2 2
@” — Jwy” — 5y 1,2 1Y 67 + 5Y
= “y*+4/ =yt
T1,2 4?/ 16y
Lo, 35
= —y°£-
x1,2 4y 43/
1
T = —§y2 oder z = y?

Somit gilt also
y = ++v-2x fiir <0 oder y = ++z fiir z>0.

Gesucht sind alle =, fiir die %—2(9:, y) mit Q(z,y) = 0 invertierbar ist. Es gilt

8622(”37?/) = —ay—2°
Fiir alle (z,y) # (x,0) ist demnach %(m,y) # 0.

Auf dieser Menge kann Q(z, f(z)) also in einer Umgebung von x durch eine
Funktion f dargestellt werden.



25 Integrationstheorie

Die Integrationstheorie fiir die mehrdimensionale Integration kann auf un-
terschiedliche Weisen hergeleitet werden, alle spateren Sétze sind jedoch im
Grunde dquivalent.

Dieses Kapitel erklédrt exemplarisch das Lebesgue Integral.

25.1 Elementarintegrale

25.1.1 Definition

Sei M C R"™ eine nicht leere Menge und seien f,g : M — R zwei beliebige
Funktionen.

Dann gelten folgende Definitionen punktweise (f + g heifit also f(z) + g(z)
fiir alle z € M):

(1) f+g, f-g, A, |f]
(2) fVg = max{f g}
(3) fAg = min{f g}
(4) fr:=fvo

(5) f~ = —=(fNn0)

Abbildung 28

25.1.2 Definition und Satz

Sei £ ein Vektorraum von reellen Funktionen auf einer nicht leeren Menge
M.

Dann sind dquivalent:
(1) fe&€ = |fleé
(2) fe€&€ = ffeé&
(3) fe€ = ffe€€&

251
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(4) f,ge& = fvgeé
(5) f,ge& = fArgef&

Fin Vektorraum £ mit diesen Eigenschaften heiflit Rieszscher Raum.

25.1.3 Definition
Sei &€ ein Rieszscher Raum auf M.

Eine Abbildung
piE—R, [ pu(f)
heiflt positives lineares Funktional, wenn gilt:

(1) pist linear
(2) aus f €& mit f >0 folgt u(f) >0

25.1.4 Definition

Sei 1 &€ — R ein solches positives lineares Funktional auf einem Rieszschen
Raum &.

Dann heifit (£, u) Elementarintegral oder Prdintegral, wenn gilt:

Vihel:fn\0 = nh_{golu(fn) =0

25.1.5 Beispiel

Sei M =NundseiE ={f: N>R |INVn>N:f(n) =0} also die
Menge aller abbrechender Folgen.

Dann ist £ ein Riezscher Raum und bildet zusammen mit
pi€—=R, f > f(n)
n=1

ein Elementarintegral.

25.2 Treppenfunktion
25.2.1 Definition

Seien Iy, .., I, C R offene, geschlossene oder halboffene Intervalle.

Dann heif3t
Q=L x...x1I,

ein (achsenparalleler) Quader.
v(Q) = U(I1) ... - U(In)

ist das Volumen von @, dabei ist [(I;) die Lénge von I; fir i =1,..,n.
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25.2.2 Definition
Sei M eine nicht leere Menge und sei A C M.
Dann ist die Abbildung

Iuy: M — R
. 1 fir z€ A
* 0 fir ze M\ A

die charakteristische Funktion von A.

25.2.3 Definition

Eine Abbildung f : R™ — R heifit Treppenfunktion, wenn es zu r Quadern
Q; C R™ gerade r Werte ¢; € R gibt, so dass gilt:

flz) = ZcilQi(w)
i=1
7T (R™) ist die Menge aller Treppenfunktionen auf R™.

25.2.4 Folgerung

Zu jeder Funktion f € 7 (R™) gibt es paarweise disjunkte Quader @1, .., Q,
mit

fx) = Y cilg,().
i=1
25.2.5 Satz 1
7 (R™) ist ein Riezscher Raum.

25.2.6 Definition und Satz
Sei f € T(R") mit £ = 3" ¢; - 1g,(x).

=1

Dann héngt die Abbildung
A TRY) - R, f(@) =Y i v(Qi)
i=1
weder von der Wahl der Quader @); noch von der Zahl r ab.

25.2.7 Satz 2
(T(R™), A\,,) ist ein Elementarintegral.
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25.3 Lebesgue Integral

25.3.1 Definition

Sei R := R U {—o00, +00}.

Dann gilt:

(1) atoo=00+a=o00 firalle acR
(2) co+00=00+00=00

(3) cco=00-c=00 fliralle ¢>0

(4) c-—0c0o=—-00-c=—0o0 fiiralle ¢>0
(5) ccoo=00-c=—o0 fiiralle ¢<0
(6) c-—00o=—o00-c=o00 fiiralle ¢<0

(7) ccoo=00-¢c=0 fiir ¢=0

(8) —oo+ oo ist nicht erlaubt

25.3.2 Definition und Satz
Sei M C R™ und sei
E* = {f: M — R | es gibt eine Folge f, € £ mit f, / f}.
Dann gilt:
(1) Aus f €& folgt f(x) # —oo fiir alle x € M.
(2) Ecé&x

(3) Fiir f,g € £* sind auch f+g, fVyg, fAg, c-f mitc e R alles
Elemente von £*.

(4) Aus f, € EX mit f, / f folgt f € E*.

25.3.3 Satz 1

Sei (€%, u) ein Elementarintegral, seien f,g € (£, u) und seien f,, g, € €
mit fn, /' f und g, ' g.

Dann gilt:

(1) Aus f <g folgt lim p(f,) < lim p(gn).

n—oo

(2) Aus f=g folgt lim u(f,) = lm p(gn).

n—oo
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25.3.4 Definition und Satz
Sei (£*, 1) ein Elementarintegral, sei f € (£*, u) und sei f,, € € mit f,, " f.
Fiir die Abbildung

pr € =R, fe Timop(fy)
gilt dann:
(1) pile=p.
(2) Aus f,g €& folgt p*(f +9g) = p*(f) + 1 (9)-
25.3.5 Definition
Sei f: M —R.

() = inf{p*(g) |g€ & mit f<g} € R

heifit oberes Integral von f.

txx (f) == —p**(—f) heit unteres Integral von f.
f heiit integrierbar beziiglich (&, 1), wenn gilt:

w(f) = pxx(f) € R

a(f) = p*(f) = pxx(f) heiBt dann das Integral von f.

f heifit Lebesgue integrierbar, wenn f integrierbar beziiglich p ist.

25.3.6 Satz 2
Sei (£*, u) ein Elementarintegral und sei f, € € mit f, > 0.
Dann gilt
Thale ( fn> < Y K (f)-
n=1 n=1
25.3.7 Satz 3

Sei (€%, ) ein Elementarintegral und sei f € £*.

Dann ist f genau dann integrierbar, wenn p* (f) < oo gilt.

25.3.8 Satz 4
Sei (£*, u) ein Elementarintegral und sei f € £%.
Ist f integrierbar, so gilt m(f) = p*(f).
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25.3.9 Definition und Satz

Sei
L = L& p) = {f: M —R| fist integrierbar}.

Dann ist (£, ) ein Elementarintegral.
25.3.10 Definition
(e@@), 2, &)

heifit das Lebesgue Integral auf R™.

Schreibweise

/Mf(:v) ()

ist das Integral der Funktion f beziiglich A, iiber der Menge M integriert
nach z.

25.4 Konvergenzsitze

25.4.1 Definition
Sei (€, p) ein Elementarintegral auf M.
N C M heifit eine Nullmenge beziiglich (€, ), wenn p>**1x = 0 gilt.

25.4.2 Folgerung

(1) Die leere Menge ist eine Nullmenge.
(2) Teilmengen von Nullmengen sind wieder Nullmengen.

(3) Endliche Vereinigungen von Nullmengen sind wieder Nullmengen.

25.4.3 Satz 1

Das Innere einer Nullmenge ist stets leer.

25.4.4 Beispiele
(1) Alle Geraden im Raum sind Nullmengen.

(2) Q C R ist eine Nullmenge.

(3) Der Graph jeder stetigen Funktion f : R"™! — R ist eine Nullmenge
in R™.
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(4) Sei (A, 7(R™)) das Elementarintegral iiber den Treppenfunktionen
und sei
Q = {z}xLx...xI,

ein Quader.

Dann gilt v(Q) = 0 und A\,1g = 0, also ist ) eine Nullmenge.

25.4.5 Definition

Sei M eine beliebige Menge und sei N eine geeignete Nullmenge.

Eine Aussage gilt fast diberall, wenn die Aussage auf M \ N gilt.

25.4.6 Satz von B.Levi (monotone Konvergenz)
Seien f, integrierbar und es gelte f,,  f fast iiberall.

Dann ist f integrierbar und es gilt

/fd,u = lim /fnd,u = /lim fndu.
25.4.7 Lemma von Fatou

Seien f, nicht negativ, f,, konvergiere fast iiberall gegen f und es gebe ein
g: M — R mit p**g < co. Es gelte weiter f,, < g fast iiberall.

Dann ist f integrierbar und es gilt
lim nf, < Rf.
n—oo

25.4.8 Satz von Lebesgue (majorantische Konvergenz)

Seien f, integrierbar und es gelte lim f,, = f punktweise und fast {iberall.
n—oo

Es gebe weiter ein g : M — R mit **g < co und es gelte |f,| < g fast
iiberall.

Dann ist f integrierbar und es gilt
of = @lim f, = lim af,.
n—oo n—oo

Gibt es also solch eine Funktion g mit |f,| < g fast iiberall, dann ist Grenz-
wert und Integral vertauschbar.
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25.5 Rechenregeln

25.5.1 Definition
Sei M C R" offen und sei f: M — R stetig.

Trf = {ze M| f(x) # 0}

heifit der Trdger von f und ist stets abgeschlossen.

Es sei weiter

K(M) = {f: M —R| fist stetig und Trf ist kompakt in M}.

25.5.2 Satz 1

K(M) ist ein Rieszscher Raum und bildet zusammen mit jeder positiven

linearen Funktion p : (M) — R ein Elementarintegral.

25.5.3 Multiplikation mit Funktionen

Sei M C R™ offen, sei p: (M) — R ein Elementarintegral und seien
h:M — ]0,00[

py K(M) — R
fo= u(f-h).

Dann ist p; “ f = p**(f - h) und es gilt
[ t@am@) = [ 1) hie) duo).
M M

25.5.4 Transport mit Hom6omorphismen

Seien M, N C R" offen, sei ¢ : M — N ein Homoomorphismus und sei

pwkK(M) — R
fo= ulfoy)

ein Elementarintegral.

Dann sei
(i) f == u(fop).
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25.5.5 Satz 2

Sei a € R mit o # 0 und sei

p:R*" — R"

r = o

ein HomGomorphismus. Sei weiter f : R™ — R A, integrierbar.

Dann gilt o4\, = ﬁ)‘” und es folgt

flox) () = — [ f(z)dan(a).
R~ ™| Jgn

25.6 Zusammenfassung

In der folgenden Ubersicht sind noch einmal die wichtigsten Punkte der
Integrationstheorie zusammengetragen.

25.6.1 Integrationstheorie im Mehrdimensionalen

(1) Definition eines Rieszchen Raumes.
(2) Definition eines positiv linearen Funktionals.

(3) Definition eines Elementarintegrals.

n
(4) Definition einer Treppenfunktion mit ) ¢;1¢,(x).
i=1

(5) Definition der Abbildung A, : 7(R") — R.
(6) Satz, dass (7 (R™), A) ein Elementarintegral ist.

(7) Definition von

E* = {f: M — R | es gibt eine Folge f,, € € mit f,, / f}.

(8) Definition der Abbildung p* : £* — R als Fortsetzung von pu.

(9) Definition von
W) = inf{p*(g) | g€ X mit f<g} € R

(10) Eine Funktion f heifft nun integrierbar, wenn

W) = pxx(f) = n6(f)

gilt.
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(11) Definition von

L = L(E pn) = {f: M —R| fist integrierbar}.
(12) (L(T (R™), An), )Tn) heifit dann gerade das Lebesgue Integral auf R"™.

Nach den Definitionen einer Nullmenge N durch p**1xy = 0 und den fast
tiberall Aussagen sind nun die Konvergenzsitze von B.Levi sowie Lebesgue
die wichtigsten Ergebnisse der Integrationstheorie.

25.7 Aufgaben
25.7.1 Aufgabe 1

Priife, wobei es sich um ein Elementarintegrale (€, 1) handelt.

(1) £E={f:R—R| fist differenzierbar, f > 0} mit u(f) = f'(0).

(2) € = {Nidj (| A € R} mit p(f) = £(1).

(3) €={Aidg | A€ R} mit u(f) = £(1).

(4) &£ =C(R) = Mene aller stetigen Funktionen f mit u(f) = f(a) und a
fest.

Lésung

Es ist also jeweils zu iiberpriifen, ob gilt:
(1) €& ist ein Riezscher Raum.
(2) p ist ein positives lineares Funktional.

(3) Fiir alle f,, € £ mit f, \, 0 folgt lim wu(f,) =0.

Teil 1

& ist ein Riezscher Raum, p aber kein positives lineares Funktional, denn
zum Beispiel ist f(z) = e™” ein Gegenbeispiel.

Somit ist (€, u) kein Elementarintegral.

Teil 2

£ ist ein Riezscher Raum, p ist ein positives lineares Funktional und alle
gegen 0 konvergenten Funktionenfolgen haben den Grenzwert 0.

Somit ist (€, ) ein Elementarintegral.
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Teil 3
£ ist kein Riezscher Raum.

Somit ist (€, ) kein Elementarintegral.

Teil 4

£ ist ein Riezscher Raum, p ist ein positives lineares Funktional da a fest ist
und alle gegen 0 konvergenten Funktionenfolgen haben den Grenzwert 0.

Somit ist (€, ) ein Elementarintegral.



26 Integration

Alle folgenden Sétze lassen sich aus der Lebesgue-Theorie sowie aus anderen
Integrationstheorien folgern.

26.1 Integrationsregeln

26.1.1 Satz von Fubini

Einfache Form

Sei I = [z1,m2] x [y1,y2] C R? ein Quader und sei f : R? — R Lebesgue
integrierbar.

Dann gilt

[ ey = | ( /y y f(:z:,y)dy) da

Allgemeine Form

Sei I, € RF und I, C R, sei I = I, x I, C R® mit 0 < k, | < n sowie
k41 = n und sei weiter f: R” — R gerade )\, integrierbar.

/1 f(z,y) dady = /1 ( [ 1) dy) da.

26.1.2 Bemerkung 1

Dann gilt

Beim Satz von Fubini kann die Reihenfolge von x und y stets vertauscht
werden, das heifit es gilt

/1 f(z,y) dady — /1 ( [ 1) dy) do = /I( i f(x,y)dw> y.

262
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Solange noch nicht feststeht, ob erst nach x oder erst nach y integriert wird,
so schreibt man auch

/If(x,y) dzdy = /If(fc,y)d(w,y)-

26.1.3 Bemerkung 2

Um eine Lebesgue integrierbare Funktion f : R” — R mit n > 2 zu integrie-
ren, kann der Satz von Fubini also rekursiv mehrmals angewendet werden.

26.1.4 Beispiel
Berechne [;(2x + 2y) dydx auf I = [0,1] x [0, 1].

Losung

Nach dem Satz von Fubini gilt

1 1
/(235 +2y)dydz = / </ (2z + 2y) dy> dz
I =0 y=0
! 1
= / . [2xy + y2]y:0 dx
1
= / (2z+1)dx
=0

1
=0

x2—|—a:]

—

|
N

26.1.5 Prinzip von Cavalieri

Das Prinzip von Cavalieri ist genaugenommen ein Spezialfall des Satzes von
Fubini.

Seien K, L C R™"! zwei Mengen und sei ¢ € R beliebig. Seien
K, = {xeR"|(z,t)e K} ¢ R" wund
L = {xeR"| (z,t)e L} C R™

Ist fiir alle ¢ € R das Volumen von K; = L;, so haben auch K und L gleiches
Volumen.
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f X

Abbildung 29

va(Ls)

26.2 Transformationsformel

26.2.1 Substitutionsregel oder Transformationsformel

Sei M C R”™ offen, sei & : M — R” stetig differenzierbar und es gelte fiir
allez € M
det(D®(z)) # 0.

Dann ist auch N = ®(M) offen in R™.
Sei weiter f: ®(M) — R.

Dann ist f genau dann A, integrierbar iiber N, wenn f(®)-| det(D®)| gerade
A integrierbar tiber M ist.

Es folgt dann

/ ) dy = / F(®(x)) - | det(D®(x))]| da
N M

26.2.2 Beispiel

Berechne [ e~ +v%) d(z, ).
R2

Losung
Sei ® : M =10, 00[x]0, 27[ — R? mit

O(z,y) = (z cosy, x siny).
Dann ist ®(M) = R2\ {(u,0) | u > 0} und es gilt

cosy —x siny

det(D®(z,y)) = det( siny T cosy

) =z cos’y +xsiny = x> 0.

Sei f: ®(M) — R mit
flay) = e @+,
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Da {(u,0) | u > 0} eine Nullmenge ist, kann f auf ganz R? betrachtet
werden.

Aus der Transformationsformel folgt nun

fd,y) = /M<f<<1><x,y>> | det(DB(x, )| d(x. )

00 27
_ / / 6—[(3? cosy)?+(z siny)Q}x dydz
=0 Jy=0

[e%¢) 2m 9

= / / ze ¥ dydx
z=0 Jy=0
0 9727

= / [mye*x} dz
e y=0

RQ

o
= 27r/ —2* g t:=2? dt = 2zdz
po
1
= 2 —e tdt
w/ 2
= dt = .

26.3 Volumenberechnung im Raum
Hat man eine Menge M C R? gegeben durch zum Beispiel
M = {(z,y,2) €R* la<a<b, 0<y<g(x), 0<z< flz,y)},

so ergibt sich fiir das Volumen V), dieser Menge

VM = / ]-M d(x,y, Z)a
M

dabei sind f, g stetige Funktionen und 1,; ist die charakteristische Funktion
auf der Menge M.

26.3.1 Zylinderkoordinaten
Sei M C R3 gegeben durch
M = {(z,y,2) ER? |[a<z<b, —gx)<y<g(x), 0<z< flz,y)}
Durch Anwenden der Transformationsformel mit
$:R*> — R?
(i) = (rcos(p), rsin(p))

lasst sich die Menge M durch geeignete Wahl von ¢; und @2 sowie den
Integrationsgrenzen in so genannten Zylinderkoordinaten darstellen, um
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das Volumen V) leichter berechnen zu kénnen.
Es ergibt sich dann
w2 rra(p)
M w1 Jri(p)

Ein Beispiel hierzu siehe 26.5.5 auf Seite 274.

26.3.2 Polarkoordinaten

Fin Spezialfall von Zylinderkoordinaten zur Berechnung eines Volumeninte-
grals sind Polarkoordinaten.

Damit ldsst sich das Volumen unter einer Funktion f(z,y) mit einem Kreis-
sektor vom Radius R um den Ursprung als Grundfliche berechnen.

Wiederum durch Anwenden der Transformationsformel mit
d:R2 — R?
(ryp) —  (rcos(yp), rsin(yp))

lasst sich eine solches Volumen Vj; durch geeignete Wahl von ¢; und o
darstellen.

Es ergibt sich dann

Vir = /M Ly d(z,y,2) = /:2 /Rf(¢(x,y))~rdrdg0.

1 0
26.3.3 Beispiel

Sei f(x,y) = xy? und M C R3 gegeben durch

M = {(z,y,2) eR* | 0<z</R2—y2, 0<y <R, 0<z< flz,y)}.

y

X

Abbildung 30

Das Volumen Vj; ist also das Volumen unter dem Graphen der Funktion
f(z,y) mit einem Viertelkreis als Grundfléche. In diesem Fall lésst sich das
Volumen in kartesischen sowie Polarkoordinaten berechnen:
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Kartesische Koordinaten

Die Grenzen des Volumenintegrals ergeben sich direkt aus der gegebenen
Menge M. Es gilt also

R py/R2—y2
Vi = /1Md(:v,y,Z) = / / zy” dedy
M 0 0
Rl 2 2\ 2
= / 5(3 -y )y dy
0

R
1 1
= / SRy — oytdy
0

2 2
1 1 F

_ R2y3_y5:|
[6 107 ],
1

= —_R°.
15

Polarkoordinaten

In Polarkoordinaten gilt nun x = r cos(p) und y = rsin(p). Um den gegebe-
nen Viertelkreis zu erhalten, muss ¢ in den Grenzen von 0 bis /2 gewihlt
werden. Es folgt somit

7/2 rR
Vi = /1Md(a:,y,z) = / / f(rcos(p),rsin(y)) - rdrde
M 0 0
©/2 rR
= / /rcos(cp)~r28in2(go)-rdrdg0
0 0
©/2 rR
= / /r4cos(g0)sin2(cp)drd<p
0 0
7r/21
= / 5R5cos(g0)sin2(<p)dcp
0

1 w/2
= 5R5/ cos(p) sin?(p) dyp

0
_ 1 [sin3<¢>]”/2
5 3 |0
1 1
= _R°.Z
5 3
~ L

15
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26.4 Parameterintegrale

26.4.1 Satz 1 (Ableiten nach der oberen Grenze)
Sei f stetig und sei F': R — R mit

Fz) = / " f)at.

Dann gilt
OF
Fl(z) = =— = f(a).
@) = 5 = J@)
Das heifit man differenziert nach der oberen Grenze, indem man diese in den
stetigen Integranden einsetzt.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem Hauptsatz der Analysis.

26.4.2 Satz 2 (Ableiten nach Parameter im Integranden)
Sei % stetig und sei F': R — R mit

b
F(z) = /f(x,t)dt.

Dann gilt

oF (b of
dx ), Oz
Das heifit man differenziert nach einem Parameter im Integranden, indem
man die stetige partielle Ableitung nach diesem Parameter integriert.

Fl(z) = (x,t)dt.

a

26.4.3 Satz 3 (Ableiten durch Ersetzen der Grenzen)
Sei F': R — R mit

Dann gilt

Fle) = 5 = flao@) v~ foa@) @) + [

26.4.4 Beispiel
Sei F: R — R mit

Berechne F'(z).



Kap.26  Integration

Losung nach Satz 1

Sei G : R — R mit

P
G(z) = / Sl—ntdt
1t
Nach Satz 1 folgt also ‘
sin
el =
(@) = =

Weiter gilt

z3 z2
t t
/ sin dt — / sin &t
1t 1t
G (:U3) -G (."L‘Q) .
Nach der Kettenregel folgt nun

Fl(z) = (G(2%) -G ()
= ¢ (:B3) 2322 - @& (:132) - 2x
i3 2
_ sinz 5 sinz
a3 a2 2
_ 3. sin 3 Y sin 22
T T
Losung nach Satz 3
Sei @)
F@) = Flu,v,z) = / fla,t)dt
u(z)
Es gilt also:
u(z) = 22 = d(z) =2z
v(zr) =2 = (x) = 3a?
sint of
Nach Satz 3 folgt nun
l
) = foo@)-v'@) - o u@) (@) + [
x3
= faa®) @) - flaa?) @)+ [
22 aJI
: 3 : 2 a3
_ sinz o sinx .2$+/ 0dt
x3 x? 22
_ 3. sin 23 . sin 22
x T

269
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26.5 Aufgaben
26.5.1 Aufgabe 1

Berechne

/smx dzdy
7 X

auf I =[0,1] x [0, z].

Losung

Nach dem Satz von Fubini gilt

/Sinxda?dy _ /Sinxdydaj
1T 1T
1 x :
_ / </ smxdy> e
=0 y=0 x
_ /1 [sinx_yr e
=0 €T y=0
1
= / sinxz dx
=0

[~ cosal,_g

= 1—cosl.

270

Die Uberlegung, ob man zuerst nach x oder nach y integriert kann von grofer
Bedeutung sein. Bei dieser Aufgabe wiirde es sehr viel schwieriger werden,

wenn man zuerst nach x und nicht nach y integriert wiirde.

26.5.2 Aufgabe 2
Sei F': R — R mit

F(z) = / 22t dt.

3z

Berechne F'(z).

L6sung

Sei

Es gilt also:
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Es folgt nun

Flo) = fla.o(@)-o(2) = flou() - (@) + /() o

sinz

= 2% sinz-cosx — x> - 33 + / 2zt dt.

e3

26.5.3 Aufgabe 3
Sei M = {(x,y) €R? | 2 >0,y >0, x +y < 1}. Berechne

/ 2y da(z,y).
M

L6sung
Fiir die Menge M gilt
M = {(z,y) €ER* | >0,y >0,y <1—2z},

demnach folgt

/M 2yd(z,y) =

\zﬁ\

8
Il

&\
2.
&
no
—~
—
|
&
S~—
[\]
(oW
&

22 —22% + 2t da

8\;
Il =l
=)

8
w

L 4 151
—2$+5$:|

1+1
2 5

Lo =

1

=0

N
W

| =
|

NI~ NI~ N~ N~ N
L

(an)

(@)

o"‘

26.5.4 Aufgabe 4

Berechne das Volumen eines Kreiszylinders im R3 mit Hilfe der Transforma-
tionsformel.
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Losung

Sei V' das Volumen eines Kreiszylinders im R3 mit dem Radius » und der
Héhe h.

Das Volumen kann dann genau berechnet werden als Integral unter der
kontstanten Funktion f = h auf der Menge

M = {(z,y) eR* | 2® +y* <r’},

das heifit
V= [ fdaw.
Sei
®:]0,r[x]0,27[ — R?
(z,y) +— (zcos(y), zsin(y)).

Dann ist das Bild von ® genau M, es gilt | det(D®(x,y))| = = und es folgt
nach der Transformationsformel

v o= /Mfd(x,y)

21 r
- /0 :Of(<1>(x,y)) - |det(D®(x,y))| dzdy

2m T
= / / hz dzdy
y=0 Jz=0

27 2
_ / hr” 4y
y=0 2

26.5.5 Aufgabe 5

Aus einer Kugel im R? vom Radius r > 0 wird ein Zylinder vom Radius
r/2 so herausgebohrt, dass der Zylindermantel durch den Mittelpunkt der
Kugel geht.

Berechne das Volumen, dass aus der Kugel entfernt wurden ist.

L6sung

Zunichst werden zwei Stammfunktionen berechnet, die spéter bendtigt wer-
den:

(1)
/\/m-xdx = —%( r2—x2)3
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Wahlt man

fz) =V,

o(z)

2 2

=r*—2° und ¢'(z)=

so erhélt man nach der Substitutionsregel

/ Vr2 — 22z dx

(2)

/sin(w)(l — cos*(x)) dx
_ cos(x) — / sin(x) cos? (z) da

— COS

Durch Substitution von z = cos(x) erhilt man

/ sin®(z) dz

— COS

/\/1—22 22
sin(x

M

*?

cos?(x)
3

V1—22. 22

—cos(z
V1=22

= —cos(z)

= —cos(z)+

273

—2z,

dzx.

dz

dz

Sei K C R3 die Kugel, deren Mittelpunkt bei (0,0,0) liegt und die den
Radius r hat. Weiter sei Z der Teil der Kugel, der oberhalb der xy-Ebene
aus der Kugel herausgebohrt wurde. Fiir das gesuchte Volumen V' gilt dann

V =2Vz.

Die Menge Z kann beschrieben werden durch

7 =

{(az,y,z)E]RB ‘ 0<x<r,

—V(r/2)?

—(z—1/2)2 <y <+/(r/2)?

— (= -

0<2</r? —xQ—y}.

r/2)%,
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Abbildung 31

Diese Beschreibung der Menge Z ist recht offensichtlich: Nach oben wird Z
durch die Kugelfliiche 22 4 y? + 22 = 72 begrenzt, daher gilt

0<z<Vr2—a2—92

In der zy-Ebene wird die Grundfliche durch einen Kreis mit dem Radius
(r/2) und dem Mittelpunkt (r/2,0) gegeben, daher gilt

(/22— (z—1/22<y<\(r/22—(x—7r/22 und 0<z<r

Es bietet sich an, die Menge Z in Zylinderkoordinaten darzustellen, um
spéter leichter integrieren zu konnen. Anhand der Skizze

A
y

(.009(9

4 r

« VY

Abbildung 32

erkennt man leicht, dass dann gilt:

2={(pc2) €B| - J<p< 3, 0<e<rconlp) 0525Vt — )

Es folgt nun
Vz = / 1zd($,y,2’)
Z

/2 r cos(p)
= / Vr2—c2-cdedp
=—7/2Jc

=0

Y

- c=0
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26.5.6 Aufgabe 6
Durch

3/:1;2 + 3/y2 — 1
wird im R? eine geschlossene Kurve beschrieben, die Astroide.

Berechne den von dieser Kurve eingeschlossene Flicheninhalt F' mit Hilfe
der Transformation (z,y) — (z cos?(y), zsin3(y)).

Losung
Sei also @ : R2 — R2 mit
®(z,y) = (zcos’(y), zsin®(y)).

Dann gilt

= §:1c sin?(2y).

(Do) ‘det<c083(y) —3x cos?(y) sin(y) )‘ :

sin3(y) 3z cos(y)sin?(y)
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Sei

Abbildung 33

Die gesuchte Fldche F' ist dann genau

F = /M L d(z,y)

mit der charakteristischen Funktion 1,;.

276

Um die Transformationsformal anwenden zu kénnen, muss eine Menge N
gefunden werden, fiir die ®(N) = M gilt:

Va2 + 2

V/w cos3(y) + 1/ sin3(y)

Va2 . (cos®(y) + sin®(y))

Demnach gilt fiir N = ]0,1[ x ]0, 27[ genau ®(N) = M und es folgt

F

/M 1y d(z,y)

/ Lo (B, ) - szm?@y) d(z, y)
N

-

8
3
8

|

21
=0
2w

4y — sin(4y)

8

|

1
3,
—x sin“(2y
[oa
3
= / [:UQSinQ(Zy)}
y=0 8
3 2m
/.

sin?(2y) dy

2

0

T

z=0

) dady
1

dy



27 Beweise

27.1 Zahlensysteme

27.1.1 Binomische Formel

Seien a,b € R und sei n € N. Dann gilt
(a+0b)" = 2": ") akonk
k=0 k '

Beweis

Beweis durch vollsténdige Induktion:

(IV) Es gelte fiir ein n € N

(a+b)" = (Z) akpnk,

k=0
(1A) Es gilt
L /n
(a+b)' = a+b = Z(k>akb"_k = b+a.
k=0
(1S) Es gilt

+0)" = (a+b)"-(a+D)

<Z> a*b" k- (a +b)
n k+1l.n—k kpnt+1—k
<k> (a Bk 1 aFb )

T\ kt1p(n+1)—(k+1 = (n kpn+l—k
<k>a p(ntH—( )+Z<k>ab

k=0

I
—
(=3

i

0

I
NE

b
Il
o

I
M=

il
o

277
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n+1 n
_ n kpn+1—k N\ kin+l—k
= (k_1>ab +Zo<k>ab

k

_ S n n kpnt+l—k Y\ nt1;0 Y\ 0;n+1
= () () et () (G
k=1
— i n+1 akbn+1—k_|_ n+1 an+1+ n+1 bn+1
k n+1 0

1
_ > <”Z >akbn+1k'

3
+
—_

Eod

Die binomische Formel gilt somit fiir alle n € N. O

27.1.2 Satz von Pythagoras
In einem rechtwinkligem Dreieck mit den Seitanléingen a,b und c gilt
a? + v =

Beweis

Folgendes Quadrat besteht aus vier identischen, aber beliebigen, rechtwink-
ligen Dreiecken mit den Seitenléingen a,b und ¢ und einem groflen Quadrat
in der Mitte:

b a
Abbildung 34

Der Fliacheninhalt A des gesamten Quadrates ldsst sich auf unterschiedlichen
Weisen berechnen:

(1) A= (a+0b)?=a®+2ab+ b
(2) A=4(3ab)+ * =2ab+c?

Durch diese beiden Gleichungen erhilt man a? + 2ab + b = 2ab + ¢ und
somit a® + b = 2. O
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27.2 Folgen und Funktionalgleichungen

27.2.1 Funktionalgleichung des Logarithmus
Fiir alle z,y > 0 gilt

log(z-y) = log(x) + log(y).

Beweis

Sei wie wiblich (zy,)n>0 eine rekursive Folge mit zp = = und zp41 = /Zn.
Seien nun analog auch (y,)n>0 und (2, )n>0 zwei rekursive Folgen mit yo = v,

20 = 25 Yn+1 = \/Yn und 241 = vV An-

Es sei dabei stets z = z - y. Somit gilt auch z, = x,, - y, flr alle n > 0.

Es gilt lim z, = 1 und die Folge (an)nen mit a, = 2™(z, — 1) konvergiert
n—oo

gegen log(x). Ubertrigt man dieses Ergebnis, so erhilt man

log(z) = nlgg() 2"(zp — 1)

= lim 2"(zpy, — 1)
n—oo

= lim (2"zpy, —2")
n—oo

= lim (2"zpy, — 2"xy + 2" 2, — 27)
n—oo

= hm (Q”xn(yn - 1) +2%x, — 1))

= hm (xy) - lim (2"(yn, — 1)) + lim (2"(z,, — 1))
n— 00 n—o0 n—0oo

= log(y) + log(x).

27.2.2 Funktionalgleichungen des Arkustangens
Fiir alle z,y € R mit x -y < 1 gilt

arctan ( rty > = arctanx + arctan(y).
1—2xy

Fiir alle z,y € R mit -y > —1 gilt

tan [~ t tan(y)
arctan = arctanxr — arctan .
1+zy Y

Beweis

Seien z,y € R mit z -y < 1 und sei
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Definiert man nun wie iiblich die Folge (xy,)n,>0 mit o = = und

Tn
xT = —-—amee——
Ty 1ta2

sowie ganz analog (Yn)n>0 und (2, )n>0, so gilt fir alle n > 0 gerade

_ TpntYn
Zn = ——.
11— TnYn
Es gilt lim z, = 0 und die Folge (ay)nen mit a, = 2"z, konvergiert gegen
n—oo
arctan(zx). Ubertrigt man dieses Ergebnis, so erhélt man
arctan ( Ty ) = arctan(z)
1—=zy
= lim 2"z,
n—oo
. 2"y + 2"y,
= lim ———
n—oo 1 —zpyp
= lim 2"z, + hm 2™ yn
n—oo
= arctan(x) + arctan(y).
Ersetzt man y durch —y, so erhélt man die zweite Behautung. O

27.2.3 Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
Fiir alle z,y € C gilt

exp(z +y) = exp(z)-exp(y).
Beweis

S n
Es gilt exp(x) = Zo fL r und exp(y) = Z L. Fiir den n-ten Summanden
der Produktreihe ergibt sich nach der Binomischen Formel gerade
n

iﬁ n_k - n.Z() =

Somit folgt also

exp(z +y) Zt = Z—(m—i—y)” = Z(m;'y)n

n=0 n=0

27.2.4 Funktionalgleichung von Sinus und Cosinus

Fiir alle z € R gilt
sin(x)? + cos(x)? = 1.
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Beweis
Es gilt nach Definition gerade

cos(x) + isin(x) = exp(iz).
Weiter folgt aus

1
exp(iz)

exp(iz) = exp(iz) = exp(—iz) =

gerade exp(ix) - exp(ix) = 1. Demnach gilt nun fiir alle x € R auch gerade
|exp(iz)]® = 1. O
27.2.5 Cauchysches Konvergenzkriterium

(R, | |) und (C, | |) sind vollsténdig metrische Réume.

Beweis 1

Zunichst soll die Behauptung fiir die reellen Zahlen bewiesen werden. Dabei
bietet es sich an, das Dedekindsche Schnittaxiom zu nutzen.

Sei also (ap)nen eine Cauchyfolge in R und seien

A = {zeR|INeNVn>N: z<a,},
B = {yeR|INeNVn>N: y>a,}

Die Menge A enthilt also alle z € R, die ab einem N € N kleiner sind als
die Folgeglieder. B hingegen enthilt alle y € R, die ab einem N € N grofler
sind als die Folgeglieder.

Die beiden Mengen A und B sind offenbar nicht leer, da (a,)nen beschrinkt
ist. Weiter gilt x < y flir alle z € A und y € B und es ist AU B = R.

Nach dem Dedekindschen Schnittaxiom gibt es also eine Schnittzahl s € R
mit z < s<yfirallex € Aund y € B.

Es soll nun gezeigt werden, dass gerade dieses s der Grenzwert der Folge
(an)nen ist. Sei dazu € > 0 beliebig und wihle N € N so, dass fiir alle
n,m>N

lan, —am| < €/2

gilt. Fiir alle n > N folgt nun
any —€/2 < ap, < an+¢/2,
also gilt ay —e/2 € A sowie ay +¢/2 € B. Es ist also gerade

ay —€/2 < s < any +¢/2
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und es ergibt sich somit
lan, —s| < lap —an|+|any —s| < €/2+¢/2 = e.

Damit ist die Vollsténdigkeit der reellen Zahlen gezeigt. Nun zu den kom-
plexen, dabei soll das Problem einfach auf die reellen Zahlen vereinfacht
werden.

Eine komplexe Folge (a,)nen ist genau dann eine Cauchyfolge in C, wenn
die Folge (x,)nen aus dem Realteil von (ay,)nen und die Folge (yp)nen aus
dem Imaginérteil von (ay,)neny Cauchyfolgen in R sind. Da nun aber die
reellen Cauchyfolgen (z,,)nen und (y,)nen in R konvergent sind, seien die
Grenzwerte dieser beiden Folgen x bzw. y mit x,y € R. Dann ist aber ge-
nau z + iy € C der Grenzwert von (a,)nen, somit ist auch jede komplexe
Cauchyfolge konvergent. O

Beweis 2

Sei also (an)nen eine Cauchyfolge in R oder in C. Dann ist (an)nen be-
schrinkt und hat somit einen Haufungspunkt a. Es soll nun gezeigt werden,
dass dieser Haufungspunkt gerade der Grenzwert von (ay)nen ist. Sei dazu
€ > 0 beliebig und wéihle N € N so, dass dass fiir alle n,m > N

lan, —am| < €/2
gilt. Es gibt nun aber auch ein m > N mit |a,, — a| < £/2. Zusammen folgt

nun nach der Dreiecksungleichung

lan, —a|l < |ap —am| +|am —a| < €/2+¢/2 = &.

27.3 Reihen

27.3.1 Cauchykriterium fiir Reihen

oo
Eine reelle oder komplexe Reihe > a, konvergiert genau dann, wenn gilt:
n=1

n+k

Ve>0INeENVR>NVE>O0: Zai <e

Beweis

!
Sei s; = Y a; die [-te Partialsumme. Dann ist gerade
i=0

n+k

E a;| .
i=n

|8n+k - Sn—l’ =
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Die gegebene Bedingung besagt also, dass (s, )nen eine Cauchyfolge ist. Da
aber nun R und C vollstidndig sind, konvergiert die Folge (s, )nen und die
gegebene Reihe ist somit konvergent. O

27.3.2 Satz iiber absolut konvergente Reihen
Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent.

Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

Beweis
[e.e]

Sei also Y a, eine beliebige absolut konvergente Reihe.
n=1

Nach dem Cauchykriterium fiir Reihen gibt es nun zu jedem ¢ > 0 ein
N € N, so dass fiir alle n > N und k > 0 gilt:

n+k

Z la;| < e
i=n

Nach der Dreiecksungleichung gilt dann aber auch gerade fiir die gleichen n

und k
n+k n+k

Zai < Z|CLZ| < g,
i=n i=n

somit ist jede absolut konvergente Reihe auch konvergent.

Dass nicht jede konvergente Reihe auch absolut konvergent ist, zeigt zum
Beispiel die alternierende harmonische Reihe. O

27.3.3 Geometrische Reihe

[e.e]
Die Reihe ) ¢" = 1—£q konvergiert fiir alle |g| < 1.
n=0

Beweis

Nach der endlich geometrischen Reihe aus Beispiel 5.4.2 gilt fiir die Partial-
oo

summen von q" gerade
n=0

qn—i-l -1

g = e
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27.3.4 Majorantenkriterium

[e.e] oo
Die Reihe ) a,, ist absolut konvergent, wenn »_ b, konvergiert und fiir alle
n=1

n=1
n € N gerade |a,| < b, gilt.

Beweis

Es sind also alle b, > 0 und somit gilt fiir alle n € N auch

k 00
D b < ) be
n=1 n=1
aber somit gilt auch

k 00
> lanl < ) ba
n=1 n=1

[e.e]
Die monoton wachsende Folge der Partialsummen von ) |a,| ist somit
n=1

durch den Grenzwert von Z by, beschrankt, also ist die Reihe Z ap auch

n=1
konvergent und in diesem Falle sogar absolut konvergent. O

27.3.5 Quotientenkriterium

Die Reihe %1 an, ist absolut konvergent, wenn nh_)ngo “Z—:l < 1 gilt. Die Reihe
n—
divergiert, wenn lim || > 1 gilt.
n—oo
Beweis
Sei zundchst lim @il = t € [0,1[. Da das Abindern endlich vieler

Summanden das Konvergenzverhalten nicht beeintrdchtigt, gilt ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit

an+1
an

< t fiir alle n e N.

Durch Induktion ergibt sich somit

lan| < |ai|-t"L

(e e]
Da die Reihe Y |a1| - t"! fiir 0 < ¢ < 1 nach der geometrischen Reihe
n=1
konvergiert, wurde also eine Majorante fiir die gegebene Reihe gefunden.
Fiir den zweiten Teil der Behauptung argumentiere man analog und finde
eine Minorante. O
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27.3.6 Wurzelkriterium

o0
Die Reihe ) a, ist absolut konvergent, wenn lim {/|a,| < 1 gilt. Die
n—oo

n=1

Reihe divergiert, wenn lim {/|a,| > 1 gilt.
n—oo

Beweis

Der Beweis ist dem Quotientenkriterium sehr dhnlich.

Sei zunéchst lim {/|a,| = t € [0,1[. Da das Abéndern endlich vieler

Summanden das Konvergenzverhalten nicht beeintrachtigt, gilt ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit

Vlan| <t fir alle n e N.

Es ergibt sich somit
la,| < t".

oo
Da die Reihe ) t" fiir 0 < ¢ < 1 nach der geometrischen Reihe konvergiert,

=1
wurde also eine Majorante fiir die gegebene Reihe gefunden.

Fiir den zweiten Teil der Behauptung argumentiere man analog und finde
eine Minorante. O

27.3.7 Leibnizkriterium

o0
Die Reihe ) (—1)"a, konvergiert, wenn a, eine monotone Nullfolge mit
n=1

an > 0 fiir alle n € N ist.

Beweis

Da (an)nen eine monoton fallende Folge ist, gilt a,, —an,4+1 > 0 fiir allen € N.

l
Sei nun s; = > (—1)"a, die [-te Partialsumme der gegebenen Reihe. Dann
n=1
ist die Folge (so)ken mit
sop = —a1+ (a2 —a3) + (s —as) + ... + (a2k—2 — agk—1) + az

= —(a1 —ag) —(ag —aq) — ... — (agx—1 + agx)

monoton fallend und durch —a; nach unten beschrinkt, also konvergent.
Analog ist die Folge (S2x+1)ken mit

Sop+1 = —a1+ (a2 —az) + (ag —as) + ... + (a2 — G2p41)

= —(a1 —a2) — (ag —aq) — ... — (agg—1 + a2k) — G2k+1
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monoton wachsend und durch 0 nach oben beschrénkt, also konvergent.

Es gilt weiter

lim sop — hm Sok+1 = lim (sor — Soky1) = lim (agg+1) = O,
k—oo k—oo k—o0
somit ist auch die Folge (s, )nen der Partialsummen konvergent. O

27.3.8 Verdichtungskriterium

o0
Die Reihe Y a, konvergiert bzw. divergiert, wenn a,, eine monoton fallende
n=1

o0
Nullfolge ist und > 2"agn konvergiert bzw. divergiert.

n=1

Beweis
Es wird nur die Aussage fiir die Konvergenz gezeigt.

Es gilt zunéchst fiir alle k € N

ok

- (2Fag) = 2 ay < Z n,

n=2k-141

N | —

da die Summe genau 2~ Summanden hat und a,. der kleinstes davon ist.

Es folgt somit

m

T 2k 2m
= 3 Z agr < Z Z an = Zan.
k=1 n=2

k=1n=2k-141

Die Folge (by)nen ist somit monoton wachsend und durch die konvergente
o0
Reihe ) ay nach oben beschrankt, also auch konvergent. Demnach ist aber

n=1

durch
(sn)neNn = 2+ (bn)nen

die Folge der Partialsummen konvergent. O

27.3.9 Integralkriterium

Die Reihe Z a, konvergiert, wenn f f(x)dx mit f(n) = a, uneigentlich

existiert und d1e Abbildung f monoton wachsend und f > 0 ist.
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Beweis

Zunéchst werden die beiden Treppenfunktionen a,b : [1,00[— R definiert

durch
a(z) = f(n)
b(x) = f(n+1)

Da f monoton fallend ist, gilt

} fir n<zx<n+1.

b < f<a
Somit folgt
N N-1
Z:Qf(n) = /le(x)dx < /le(x)dx < /lNa(m)d:U = ;f(n).

oo
Falls nun [ f(z)dz uneigentlich existiert, ist die Folge der Partialsummen
1

o0
von Y, f(n) nicht nur monoton fallend, sondern auch beschrénkt und somit
n=1

konvergent. O

27.4 Stetigkeit

27.4.1 Folgenkriterium

Seien (M,d), (N,d) metrische Réume, sei f : M — N eine Abbildung und
seia € M.

Dann ist f genau dann stetig bei a, wenn zu jeder gegen a konvergenten Folge
(@n)nen in M auch die Bildfolge (f(an)),cy in N gegen f(a) konvergiert.

Beweis

Sei f stetig bei a und sei (ay,)nen eine gegen a konvergente Folge in M. Dann
gibt es zu jedem £ > 0 auch ein § > 0, so dass fiir alle z € M mit d(x,a) < ¢
gerade d(f(x), f(a)) < ¢ folgt.

Wihle nun ein m € N| fiir dass aus n > m gerade d(a,,a) < § folgt. Dann
gilt ja aber gerade auch d(f(ay,), f(a)) < ¢ fiir alle n > m, also konvergiert
die Bildfolge (f(an)),cy in N gegen f(a).

Es muss nun noch umgekehrt gezeigt werden, dass bei einer Stelle a, bei
der f unstetig ist auch die Bildfolge einer gegen a konvergenten Folge nicht
stetig ist.

Sei also f unstetig bei a € M. Dann gibt es ein € > 0, so dass es es zu jedem
d > 0 auch ein x € M gibt mit d(x,a) < § und d(f(x), f(a)) > €. Diese
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Aussage ist also auch fiir § = 1/n erfiillt. Dann gibt es somit a, € M mit
d(ap,a) < 1/nund d(f(ay), f(a)) > e. Somit konvergiert die Folge (an)nen
gegen a, da es zu jedem ¢’ > 0 ein m > 1/¢’ gibt und fiir alle n > m dann

d(an,a) < 1/n < 1/m < &

gilt. Die Bildfolge (f(an)),cy konvergiert aber nicht gegen f(a), da fiir den
Abstand gerade d(f(ay), f(a)) > € gilt. O

27.4.2 Satz von Bolzano
Sei [a,b] C R ein Intervall und sei f : [a,b] — R eine stetige Abbildung.
Gilt f(a) < 0und f(b) > 0, dann gibt es ein £ € a, b[ mit f(£) = 0.

Beweis

Da wir uns wieder auf die reellen Zahlen beziehen, ldsst sich das Dedekind-
sche Schnittaxiom nutzen.

Seien dazu

A = {x€la,b]|Vte]azx]: f(t)<O0},
B = {yelab]|3telayl: f(t)=0}

Geht man alle Punkt der Reihe nach von a nach b ab, so beinhaltet A also
alle Punkte aus [a,b], bei denen noch keine Nullstelle vorlag. B hingegen
besteht aus allen Punkten aus [a, b], bei denen schon mindestens eine Null-
stelle durchlaufen wurde.

Es gilt somit AU B = [a, b], es ist offenbar z < y fiir alle z € A und y € B
und A sowie B sind nicht leer, denn es gilt a € A und b € B.

Nach dem Dedekindsche Schnittaxiom gibt es somit ein { € Rmit x <& <y
fiir alle x € A und y € B sowie £ € [a,b]. Es soll nun gezeigt werden, dass

gerade f(&) = 0 gilt.

Angenommen es gilt f(£) < 0, so gibe es wegen der Stetigkeit von f bei £
ein § > 0, so dass fiir alle y € [a,b] mit |y — £| < & gerade f(y) < 0 gilt. Es
gibt somit auch ein y mit £ < y < £ + §. Da dieses y nun aber grofler ist
als &, liegt es in B. Somit gibt es ein t € [a,y] mit f(¢) > 0 nach Definition
von B. t kann nun aber nicht zwischen & und y liegen, denn dort sind alle
Funktionswerte kleiner als 0. Da ¢t aber gar nicht in A sein kann, ist die
Annahme falsch und der Fall f(£) < 0 kann gar nicht eintreten.

Angenommen es gilt f(¢) > 0, dann muss £ > a gelten und man findet
analog einen Punkt x mit a < x < &, fiir den f(x) > 0 gilt. Somit ist auch
diese Annahme falsch.

Notwendiger Weise gilt somit f(£) = 0. O
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27.4.3 Zwischenwertsatz
Sei I C R ein Intervall und sei f : I — R eine stetige Abbildung.

Dann ist auch f(I) ein Invervall.

Beweis
Seien a,b € f(I), sei a < b und sei ¢ € R beliebig mit a < ¢ < b.
Wiéhle z,y € I mit f(z) =a und f(y) = 0.
Sei z < y und sei
g:lzyl — R
t — f(t)—c

Dann ist auch g stetig und es gilt

gx) = flx)—¢ = a—c < 0,

9(y) = fly)—¢ = b-c > 0.
Nach dem Satz von Bolzano gibt es dann ein £ € |z, y[ mit g(§) = 0.
Somit ist f(£) = c und es gilt ¢ € f(I).

Da es also zwischen je zwei Punkten a,b € f(I) einen weiteren Punkt ¢ gibt,
muss f(I) ein Intervall sein. O

27.4.4 Satz iiber stetige Umkehrfunktionen
Sei I C R ein Intervall, sei f : I — R streng monoton und sei M = f(I).
Dann ist f bijektiv und die Umkehrfunktion f~!: M — I ist stetig.

Beweis

Dieser Satz ist dient dazu, den folgenden Umkehrsatz moglichst einfach be-
weisen zu konnen. Hier wird jedoch weder die Stetigkeit von f gefordert
noch vorausgesetzt, dass M ein Intervall ist.

Sei nun f streng monoton wachsend, sei b € M beliebig aber fest und sei
a € I mit f(a) = b. Fiir die Stetigkeit von f~! muss nun also nach Definition
gerade

Ve>03d>0Vazel: |[f(z)—b<d = |z—a|<e

gezeigt werden.

Diese Behauptung ldsst sich noch einmal unterteilen:

(1) Ve>036>0Vaeel,z<a: b—f(r)<d = a—x<c¢
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(2) Ve>03de>0Vaeel,z>a: flz)—b<d = x—a<c¢

Zur ersten Teilbehauptung: Wenn es gar kein x € I mit z < a gibt, ist die
Behauptung trivial. Wéhle nun ein ¢ € I mit ¢ < ¢ und mit a — ¢ < ¢ und
setze 91 = b — f(c). Es gilt 6; > 0, da f streng monoton wachsend ist. Sei
nun z € I mit z < a und sei b— f(x) < 61 = b— f(c). Somit gilt f(c) < f(z)
und auch ¢ < x wegen der Monotonie von f. Es folgt demnach

a—r < a—c < €.

Die zweite Teilbehauptung zeigt man ganz analog. Ebenso die gesamte Be-
hauptung fiir eine streng monoton fallende Funktion. O

27.4.5 Umkehrsatz

Sei I C R ein Intervall und sei f : I — R stetig und streng monoton
wachsend bzw. fallend.

Dann ist auch M = f(I) ein Intervall und die Umkehrfunktion f=*: M — I
ist ebenfalls stetig und streng monoton wachsend bzw. fallend.

Beweis
Der Umkehrsatz ist nun sehr leicht zu beweisen:

Nach dem Zwischenwertsatz ist M gerade ein Intervall, f~! ist nach dem
vorherigen Satz 11.4.5 stetig und £~ ist auch offenbar streng monoton wach-
send bzw. fallend. O

27.5 Differentiation

Die folgenden Differentiationsregeln lassen sich auch mittel Satz 13.1.3 bzw.
Satz 27.5.1 {iber die Methode der Linearisierung beweisen. Dieses Verfah-
ren wird anhand der Kettenregel im Beweis 2 gezeigt, ansonsten werden die
tiblichen teilweise nicht ganz so schonen Beweise vorgefiihrt. Die Methode
der Linearisierung hat den groflen Vorteil, dass die Beweise entsprechender
Sétze im Mehrdimensionalen fast analog zum Eindimensionalen verlaufen.

Die Beweise der Differentiationsregeln sind auch jeweils anders als die ange-
gebenen Regel punktweise zu verstehen.

27.5.1 Satz iiber die Linearisierung

Sei M C R beliebig, sei f: M — R und sei a € M ein Hiufungspunkt von
M.

Dann sind dquivalent:
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(1) f ist differenzierbar bei a.

(2) Es gibt ein m € R und eine Abbildung ¢ : M — R mit

f(2) = f(@)+m(e—a)+o(@)-(@—a) und lim p(x) = O,

r—a
das heifit es gilt also p(a) = 0 und p ist stetig bei a.

(3) Es gibt eine bei a stetige Abbildung ¢ : M — R, so dass fiir alle z € M
gilt:
f@) = fla)+ (z —a)- o(z).

Es gilt dann m = ¢(a) = f'(a).

Beweis

Es gelte zunéchst (3). Setzt man nun ¢(x) = m+p(x), so erhédlt man direkt
Aussage (2).

Nun gelte (2), dann gilt fiir alle x # a gerade
f(z) — f(a)

@) = B8 =t o),

Es folgt lim (m + o(x)) = m, somit ist f bei a differenzierbar mit f'(a) = m,
r—a
also Aussage (1).

Es gelte nun (1) und es soll daraus ( 3) gefolgert werden. Man erhilt jedoch
sofort fiir x # a durch

f(z) = f(a)

plr) = HOZHD )
eine bei a stetige Funktion, da f bei a differenzierbar ist. O
27.5.2 Polynome
Sei a € R beliebig.
Dann gilt
(%) = a-2%7!

Beweisskizze

Diese Differentiationsregel folgt aus der Definition der Differenzierbarkeit
sowie durch induktives Anwenden der Rechenregeln iiber Grenzwerte von
Funktionen.
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27.5.3 Kettenregel

Seien M, N C R beliebig, seien f: M — R und g : N — R differenzierbar
und sei f(M) C N.

Dann gilt
(gof) = () = gF)-f = (o) f.
Beweis 1

Es sei nun f : M — N eine bei a differenzierbar und g : N — R eine bei
f(a) = b differenzierbare Funktion. Dann ist f bei a auch stetig, also gilt
lim f(z) = f(a). Somit folgt dann auch

r—a

(9o f)(x) = (go f)la)

lim
)@~ () ()
. ((g(f))(x) ~ (9(/)a) flx) - f(a))
z—a f(z) = f(a) T—a
L GO — @)@ S~ f(a)
() — f(a) @—a r—a

Beweis 2

Sei wieder f : M — N eine bei a differenzierbar und g : N — R eine bei
f(a) = b differenzierbare Funktion.

Es soll nun die Methode der Linearisierung angewendet werden:

Nach Satz 13.1.3 gibt es also eine bei a stetige Funktion ¢ : M — R und
eine bei b stetige Funktion ¢ : N — R, so dass fiir alle x € M bzw. fiir alle
y € N gerade

f(@) = fla) = ¢(@) - (x—a) und  g(y) —g(b) = ¥(y) (y—0)
gilt. Es folgt nun
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Die Funktion (¢ o f)- ¢ ist stetig bei a, somit ist (go f) bei a differenzierbar
und die Ableitung ist gerade

(o f)(a) pla) = ¥(b)-p(a) = (1) f(a) = ¢ (f(a)) f(a)

O
27.5.4 Produktregel
Sei M C R beliebig und seien f,g: M — R differenzierbar.
Dann gilt
(f-9) =1f-9+g f
Beweis
Fiir alle a € M gilt
(f-9)(a) = ;}cl_r{}l (f- 9)(12 : Elf -9)(a)
— i T ®)9(@) — fla)g(a)
o F@e(e) — F@ela) + F@)ga) ~ f(@)g(a)
o F@)0@) — 9(0) + e@)(f () ~ f(a)
L (@00 —gl@) | (@)~ fa)
= lim f(x)- lim 9(@) ~ 9(a) + g(a) - lim @) = J(a)
= f(a) - g'(a) + g(a) - f'(a)
= f'(a) gla) + ¢'(a) - f(a).
O

27.5.5 Quotientenregel
Sei M C R beliebig und seien f,g: M — R differenzierbar.

<f)' _f9-d-f
g g '

Dann gilt



Kap.27  Beweise 294

Beweis

Sei zunéchst f = 1. Dann gilt fiir alle a € M gerade

(1)/(@ o (}) @ - (%) @

g r—a r—a
1 1 1

= M <g<x>‘g<a>>
o o(a) - g(x)
R <9(x9(a) )
. g(a) — g(x)
= M e ( v—a >
B L e —ge)
= M@ TV

1 !
_ 4

g%(a)

(o = (Yo

- f(a L_ a 'gl(a)
= f'(a) ) f(a) ()
f'(a)g(a)  f(a)g'(a)

27.5.6 Ableitung iiber Umkehrfunktion
Sei M C R beliebig und sei f : M — R differenzierbar und umkehrbar.
Dann gilt

Beweis

Sei (an)nen eine beliebige Folge in M \ {a} mit dem Grenzwert a. Da f
stetig ist, konvergiert die Bildfolge (by,)nen nach dem Folgenkriterium gegen
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f(a) =b. Da f umkehrbar also auch bijektiv ist, folgt

flan) — f(a) by — b
1 = 1
e ap—a wse f=1(by) = F1(0)
oy 1 1
nmvoo T 10u)=J10) (f~1)(b)
Es ergibt sich somit
1 1

27.5.7 Satz iiber lokale Extrema
Sei f: [a,b] — R stetig mit a,b € R und a < b und es gelte f(a) = f(b).

Dann gibt es ein £ € |a, b], so dass f bei { ein lokales Extremum hat.

Beweis

Sei f eine nicht konstante Funktion, denn sonst wére nichts zu zeigen. Das
Bild von f ist nach dem Zwischenwertsatz auch ein Intervall, also etwa
[e,d] C R mit ¢ < d.

Gilt nun d > f(a), so gibt es ein £ €]a,b] mit f(§) = d und es gilt dann
f(z) < f(&) fiir alle z € [a,b]. Somit hat f bei £ ein Maximum.

Gilt umgekehrt ¢ < f(a), so gibt es ein £ € a,b[ mit f(§) = ¢ und es gilt
dann f(x) > f(¢§) fur alle x € [a, b]. Somit hat f bei ¢ ein Minimum. O

27.5.8 Satz iiber die Notwendigkeit fiir Extrema

Sei [a,b] C R ein Intervall, sei & € |a, b], sei f : [a,b] — R bei & differenzierbar
und es sei £ ein lokales Extremum von f.

Dann gilt
(& =o.
Beweis

Sei £ zunéchst ein lokales Maximum von f. Dann gibt es ein € > 0, so dass
fir alle x € B.(§) =] —€,{ + €[ C [a,b] gerade f(z) < f(§) gilt.

Sei nun & — e < z < &. Dann gilt fiir alle diese x gerade

f(x) = f(E)
r—£

g(z) = > 0.
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Sei nun (zy,)nen eine Folge in |€ — ¢, & die gegen & konvergiert. Somit gilt
dann f/(§) = lim g(xy,) > 0.
n—oo

Ist nun £ < z < £ + . Dann gilt fiir alle diese x gerade g(z) < 0 und man
erhiilt ebenso f/(£) < 0. Somit muss also f/(§) = 0 gelten.

Hat f nun bei £ ein lokales Minimum, so argumentiere man analog. O

27.5.9 Satz von Rolle

Sei [a,b] C R ein Intervall, sei f : [a,b] — R stetig sowie auf |a, b] sogar
differenzierbar und es gelte f(a) = f(b).

Dann gibt es ein § € ]a, b mit f/(§) = 0.

Beweis

Die Behauptung folgt unmittelbar aus den vorherigen Sétzen:

Nach Satz 27.5.7 hat f bei £ ein lokales Extremum und nach Satz 27.5.8 gilt
demnach f'(¢) = 0. O

27.5.10 Mittelwertsatz

Sei [a,b] C R ein Intervall und sei f : [a,b] — R stetig sowie auf |a, b sogar
differenzierbar.

Dann gibt es ein § € ]a, b[ mit

ro - =10
Beweis
Sei g : [a,b] — R mit

f(0) — f(a)

g(z) = f(ﬁ)—ﬁ'(x—a)~
Dann ist auch g stetig und auf ]a, b sogar differenzierbar. Weiter gilt

gla) = fla) = g(b).
Nach dem Satz von Rolle gibt es somit ein § € ]a, b[ mit ¢’(§) = 0.

Es ist weiter

J@) = - OO
und man erhélt durch
0= g = fig- U

die Behauptung. O
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27.6 Integration
27.6.1 Mittelwertsatz der Integration

Sei f : [a,b] — R stetig und sei a < b.

Dann gibt es ein £ € ]a, b] mit
b
€ 0-0) = [ fla)d

Beweis

Das Bild von f ist nach dem Zwischenwertsatz auch ein Intervall, also etwa
[c,d] C R mit ¢ <d.

Es ist somit ¢ < f(z) < d fiir alle x € [a, ], also gilt
b b b
cb—a) = / cdr < / flz)dx < / ddz = d(b—a).

b
Demnach ist [ f(z)dz = n(b—a) mit einem 7 €]c, d[ und es gibt somit auch
ein & €la, b mit f(&) =n. O

27.6.2 Hauptsatz der Analysis Teil 1
Sei f : [a,b] — R stetig und sei a < b.
Dann ist F': [a,b] — R mit

F(z) = / f(t)dt
differenzierbar auf [a,b] und es gilt F/ = f.

Beweis

Sei ¢ € [a, b] beliebig. Dann muss gezeigt werden, dass F bei ¢ differenzierbar
ist und dort die Ableitung f(c) hat.

Fiir alle € [a,b] gibt es nach dem Mittelwertsatz der Integration gerade
ein £ €]z, ¢[, so dass

F(z) - F(e) = /xf(t)dt—/cf(t)dt - /xf(t)dt — (-0 1)

gilt.

Da dieses £ nun aber von x abhéngt, wird dafiir £, geschrieben. Es ist nun
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&z €z, c[ und somit folgt fiir x — ¢ gerade &, = c.

Man erhélt nun zusammen

F(x) - F —c) -
Fie) = tim DO Oy @2 TE) g = (0,
r—c T —C r—c T —cC r—c
was die Behauptung zeigt. O

27.6.3 Hauptsatz der Analysis
Sei f : [a,b] — R stetig, sei a < b und sei F eine Stammfunktion von f.

Dann gilt \
/ f@)de = F(b) - Fla).

Beweis

x
Es ist G(z) = [ f(t) dt eine Stammfunktion von f, somit ist gerade

G(z)—F(z) = ¢

eine Konstante. Es gilt G(a) = 0, somit ist ¢ = —F'(a) und zusammen folgt
nun

G(z) = F(z)— F(a).
Es folgt schon die Behauptung

b
F(b)— F(a) = G(b) = / f(z) da.

27.6.4 Partielle Integration
Sei I = [a,b] C R und seien f,g: I — R differenzierbare Funktionen.

Dann gilt

/(f"g)dx = f-g—/(f-g’)dx.

Beweis

Nach der Produktregel gilt gerade

<f-g—/(f-g’)dm>/ = (f""9+@-H-(-9) = (9.

Der letzte Ausdruck entspricht gerade dem Integranden des zu untersuchen-
den Integrals, somit wurde die Behauptung gezeigt. O
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27.7 Topologie

27.7.1 Satz iiber die Bilder zusammenhdngender Mengen

Seien M, N topologische bzw. metrische Riume, sei f : M — N stetig und
sei Z C M zusammenhéngend.

Dann ist auch f(Z) zusammenhéingend.

Beweis

Seien U,V C N beliebige offene Mengen mit
f(Z)y cuuv und f(Z)ynunv =10.

Es muss gezeigt werden, dass nun auch f(Z) zusammenhéingend ist.
Nach den Rechenregeln fiir Urbilder aus Satz 4.3.3 gilt nun
z c fFfLouv) = Y OYU YY) sowie
zZn o) n vy = 0.
Es sind f~Y(U) und f~1(V) offen in M und da Z zusammenhingend ist,

folgt
Zc fYU) oder Zc fHV).

Somit gilt aber auch gerade f(Z) C U oder f(Z) C V. O

27.7.2 Satz iiber stetige Abbildungen auf kompakten Mengen
Sei M ein metrischer Raum und sei f : M — R eine stetige Abbildung.
Ist K C M kompakt, dann ist f gleichméBig stetig auf K.

Beweis

Sei also K kompakt und f stetig auf K. Dann gibt es zu jedem £ > 0 und
jedem a € K auch ein von a abhingiges §, > 0, so dass fiir alle z € M, fiir
die d(z,a) < 26, gilt, auch d(f(z) — f(a)) < €/2 folgt.

Die Umgebungen Bj, (a) bilden eine offene Uberdeckung ¢ von K und da
K kompakt ist, gibt es dazu auch eine endliche Teiliiberdeckung, also etwa

W = {Bgal,...,Bgan}

mit geeigneten ay, .., ay,. Sei nun 6 = min{dg,, .., dq, }-

Dann gibt es zu allen x,y € K mit d(x,y) < § auch ein k mit z € Bs,, , also
d(z,ar) < 6q,. Es folgt nun

d(y,ar) < d(y,x)+d(z,ar) < d+0dq, < 20q,.
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Nach Voraussetzung ist d(f(z) — f(ax)) < €/2 sowie d(f(y) — f(ar)) < /2,
somit folgt

d(f(z) = fly)) < e

27.7.3 Satz iiber kompakte Mengen
Sei M ein topologischer bzw. metrischer Raum.

Ist K € M kompakt, dann ist K abgeschlossen in M.

Beweis

Es ist zu zeigen, dass M \ K offen ist, dass es also zu jedem a € M \ K ein
d > 0 gibt mit Bs(a) N K = 0.

Fiir jedes € K ist nun &, = %d(m, a) > 0, da a ¢ K. Die Menge
U = {B.,(z)|ze K}

ist daher eine offene Uberdeckung von K und da K gerade kompakt ist, gibt
es endlich viele z1, .., z,, € K mit

n
K c |JB.,, ().
=1

Sei nun § = min{e;,, €xy,..,2,} > 0. Fiir alle z € K gibt es wie bereits
bekannt ist ein ¢ € {1,..,n} mit x € Be, (z;), also gilt auch d(z, ;) < &g,.
Es folgt demnach

d(z,a) > d(z;,a) —d(x,z;) > 264, —€g, = €5, > 0.

Daraus ergibt sich nun auch genau Bs(a) N K = (). O

27.7.4 Satz iiber Teilmengen kompakter Mengen

Sei M ein topologischer bzw. metrischer Raum.

Ist K C M kompakt und ist A C K abgeschlossen in M, dann ist auch A
kompakt.

Beweis

Sei U eine beliebige offene Uberdeckung von A. Dann ist ¢ U (M \ A) eine
offene Uberdeckung von K. Da K aber gerade kompakt ist, gibt es endlich
viele Uy, ..,U, € U, so dass

UyuUU...UuU, UM\ A)
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eine endliche Teiliiberdeckung von K und somit auch von A ist. Da aber
gerade A C K C M gilt, folgt

A c huUyu...uU,

und somit wurde eine endliche Teiliiberdeckung gefunden. O

27.7.5 Satz von Heine-Borel
Sei E ein endlich dimensionaler Vektorraum und sei K C E.

K ist genau dann kompakt, wenn K beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis
Der Satz von Heine-Borel wird nur fiir den Vektorraum EF = R bewiesen.

Sei zunéchst K kompakt, dann ist K nach Satz 18.8.8 auch abgeschlossen
in M. Somit muss nur noch gezeigt werden, dass K auch beschriankt ist.
Zu der offenen Uberdeckung U = {b,(0) | n € N} von K muss es aber
auch eine endliche Teiliiberdeckung geben und dies ist nur moglich, wenn K
beschrénkt ist.

Sei nun umgekehrt K abgeschlossen und beschrankt durch K C [—¢, ¢] C R.
Dann ist [—c¢, ] als geschlossenes Intervall in R auch kompakt und somit ist
nach Satz 18.8.9 auch K kompakt. O

27.7.6 Satz iiber die Bilder kompakter Mengen

Seien M, N topologische bzw. metrische Riume, sei f : M — N stetig und
sei K C M kompakt.

Dann ist auch f(K) kompakt.

Beweis

Sei U’ eine offene Uberdeckung von f(K) in N. Da bei einer stetigen Abbil-
dung die Urbilder offener Mengen wieder offen sind, erhéilt man zu U’ auch
die offene Uberdeckung & = {f~'(U) | U € U'} von K. Da K kompakt ist,
gibt es zu U auch eine endlich Teiliiberdeckung von K, etwa

K c /Y u)u...uf(U).
Demnach gilt aber auch
f(K) c hu...uU,

und somit wurde zu U’ eine endliche Teiliiberdeckung von f(K) gefunden.
Also ist f(K) kompakt. O
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27.8 Mehrdimensionale Differentiation und Integration

Die Beweise der mehrdimensionalen Differential- und Integralrechnung sind
zum Teil entweder sehr umfangreich oder lassen sich auf ein Problem im
Eindimensionalen vereinfachen. Daher werden hier nur wenige Beweise oder
nur Beweisskizzen angegeben.

27.8.1 Mittelwertsatz 1 - reellwertige Funktionen

Sei M C R" offen, sei f : M — R differenzierbar und seien a,b € M mit
[a,b] C M.

Dann gibt es ein ¢ € ]a, b[ mit

Beweis

Das Problem soll nun auf den eindimensionalen Mittelwertsatz vereinfacht
werden.

Sei dazu ¢ : [0,1] — [a,b] mit ¢(t) = a + t(b— a) eine parametrisierte Kurve.
Dann ist ¢ auf [0, 1] differenzierbar. Sei weiter

g:[0,1] = R mit g(u) = fle(u)) = fla+ulb—a)).

Dann gilt g(0) = f(a) sowie g(1) = f(b) und es gibt nach dem Mittelwertsatz
ein £ €10, 1 mit

g9(1) — 9(0)

o = 91 —90) = f(b) - fla) = (&)

Nach der Kettenregel folgt
g'(€) = Df(c(§) - De(§) = Df(c)-(b—a)
mit ¢ = ¢(§) € [a,b]. O

27.8.2 Mittelwertsatz 2 - Integralversion

Sei M C R"™ offen, sei f: M — R™ stetig differenzierbar und seien a,b € M
mit [a,b] C M.

Dann gilt

1
FO)—fla) = A-(b—a) mit A:/O Df(a-+t(b—a))dt € Hom(R",R™).



Kap.27  Beweise 303

Beweis

Sei wieder ¢ : [0, 1] — [a, b] mit ¢(t) = a+t(b—a) eine parametrisierte Kurve.
Dann ist die Zusammensetzung (f o ¢) : [0,1] — R stetig differenzierbar.

Sei {g : R™ — R | g ist linear} = (R™)* der Dualraum von R™. Dann gilt
nach dem Hauptsatz der Analysis fiir alle g € (R™)* gerade

o) — f(@) = g(f®) —g(f@) = g(f(c(1))) — g(F(c(0))
1 1
- / (9(foo)(B)dt = / o((f o ¢)' (1)) dt
0 0

1

= [ oD(e(t) - Dete)
1

= [ oDrtele)) - (b= a)ar

_ g<</01Df(a+t(b—a))dt> -(b—a)),

was die Behauptung zeigt. O

27.8.3 Satz von H.A.Schwarz

Sei M C R? offen, sei f: M — R und sei a € M.

Ist f bei a partiell differenzierbar und sind die partiellen Ableitungen %

und % stetig differenzierbar bei a, dann gilt

of _or
(%U@y(a) N 8y8x(a>'

Beweis

Sei (a,b) € M. Dann gilt nach der Definition fiir partielle Differenzierbarkeit
gerade
8f f(t’ b) — f(a7 b)

ar®@? = T T

fla+h,b) — f(a,b)
h

und es folgt weiter nur nach Definition

O (ap) = tim Llathbrh) = flab+n)] = [f(athb) = fla,b)]
Ox0y ’ h—0 h2

Analog gilt also auch

i(a b) = lim [f(a+h,b+h)— fla+h,b)] —[f(a,b+h)— f(a,b)]
Ooyox "’ h—0 2
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Es muss nun gezeigt werden, dass diese beiden Grenzwerte unter den gege-
benen Bedingungen auch wirklich gleich sind.

Sei dazu g : [b,b+ h] — R mit g(y) = f(a+ h,y) — f(a,y). Dann ist g stetig
differenzierbar und es gibt somit nach dem Mittelwertsatz ein £ € ]b,b + h],
so dass

[f(a+ h,b+h)— f(a,b+ h)] — [f(a+ h,b) — f(a,b)]

) 2
I (CERNIES 10Ny
N h

gilt. Sei nun weiter h : [a,a + h] — R mit h(z) = g—i(x,ﬁ). Dann ist auch
h stetig differenzierbar und es gibt wiederum nach dem Mittelwertsatz ein
n €la,a + h[, so dass gilt:

Gla+no—5@e oy €n = O
h = oyoz > dyox

(a,b)

Analog erhilt man durch geeignete Wahl der Funktionen g und h gerade

_[flat+h,b+h)— fla+hb)] —[fla,b+h) - f(a,b)] _ Of
}llli% h2 - axay (aa b))
was die Behauptung zeigt. O

Dabei wurde beim zweiten Anwenden des Mittelwertsatzes ausgenutzt, dass
die partiellen Ableitungen stetig differenzierbar sind.

27.8.4 Satz iiber die Notwendigkeit fiir Extrema

Sei M C R"™ offen und sei f : M — R mit einem lokalen Extremum bei
a€ M.

Dann gilt
Df(a) = 0.

Beweis
Sei u € R™ beliebig und sei a € M wie im Satz.

Dann gibt es ein € > 0, so dass fir alle t € R mit [t| < e folgt, dass
a+ tu € M ist. Die Funktion g :] —€,¢] — R mit ¢g(t) = f(a + tu) ist
daher bei 0 differenzierbar und hat dort ein lokales Extremum. Daher gilt
nun ¢'(0) = 0, also gilt auch fiir die Richtungsableitung von f nach u gerade
D, f(a) = 0. Da dies aber fiir alle u € R™ gilt, folgt Df(a) = 0. O
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27.8.5 Satz uiber lokale Extrema

Sei M C R" offen, sei f: M — R bei a € M zweimal differenzierbar und sei
Df(a) = 0.

Dann gilt:
(1) Ist D?f(a) ist positiv definit, so hat f ein lokales Minimum bei a.

(2) Ist D?f(a) ist negativ definit, so hat f ein lokales Maximum bei a.

Beweisskizze

Nach der Taylorentwicklung gilt
f(z) = fla)+Df(a)-(z—a)+ %DQf(a) (2 —a,2 —a) + ||z — alPo(2)

fiir eine bei a stetige Funktion g : M — R mit g(a) = 0.

Weiter gibt es zu jeder positiv definiten Matrix B auf R™ stets ein ¢ > 0, so
dass B(u,u) > c||ul|? fiir alle u € R™ gilt. Dabei ist || || eine beliebige Norm.

Sei D?f(a) positiv definit. Dann gibt es also ein ¢ > 0, so dass alle x € M,
die so nahe bei a liegen, dass sie |o(z)| < ¢/2 erfiillen, auch f(x)— f(a) >0
gilt, da D f(a) = 0 ist.

Ist D?f(a) negativ definit, so braucht man nur die Funktion —f zu betrach-
ten.

27.8.6 Fixpunktsatz von Banach

SeiT : M — M eine Kontraktion mit ¢ < 1 auf einem vollstdndig metrischen
Raum (M, d).

Dann hat T genau einen Fixpunkt.

Beweis

Es gilt also fiir alle z,y € M gerade d(Tx,Ty) < gd(x,y) und durch induk-
tives Anwenden folgt

d(T"z,T"y) < ¢"d(z,y)

mit n € N. Sei nun z € M beliebig aber fest. Dann folgt nach der Dreiecks-
ungleichung

d(T"x, x) d(T"z, T" 'z) + d(T" 1z, T" %2) + ... + d(Tx, z)

" Yd(Tx, ) + ¢"2d(Tx, ) + ... +d(Tz, )
1—qg"
l—q

VARVAN

1
d(Tz,z) < Ed(Tﬁ:,m).
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Sei nun (zy,)nen eine Folge mit z, = T"x. Dann zeigt

d(T"z, T"z) = d(T"T™ "2, T"z) < ¢"(T™ "z,z) <

gerade, dass (x,)nen eine Cauchyfolge in M ist.

Da M vollsténdig ist, konvergiert diese Folge gegen ein a € M. Da T stetig
ist, ergibt sich nach dem Folgenkriterium gerade

Ta = lim TT"z = lim T"x = lim 2, = a,
n—oo n—oo n—oo

womit gezeigt ist, dass a ein Fixpunkt von T ist. Da jede Kontraktion héchs-
tens einen Fixpunkt hat, ist a eindeutig bestimmt. O

27.8.7 Satz iiber implizite Funktionen 2

Sei M C R"™ xR™ offen, sei @ : M — R™ stetig differenzierbar, sei (a, b) eine
Losung des durch Q(x,y) = 0 gegebenen Gleichungssystems und es gelte fiir
die durch die Projektionen von @ auf Q1, .., Q. gegebene Determinante

0Q1 Q1

: ’ (CL, b) 7& 0.
0Qm 9Qm
dun Oy

Dann kann das Gleichungssystem Q(z,y) = 0 in einer Umgebung von (a, b)
stetig differenzierbar nach y = (y1, .., ym) aufgelost werden.
Beweisskizze

Die oben angegebene Matrix B = %—g(a, b) ist invertierbar, da ihre Determi-
nante ungleich 0 ist. Weiter gilt

En—B'B =0ecMnR) ud B 'Qab) = 0cR™,
da gerade Q(a,b) = 0 gilt.

Es gibt nun eine Umgebung U von a und eine Umgebung V = B.(b) von b,
sodass U x V. .C M C R"™™ gilt sowie dass fiir alle z € U und y € V gilt:

‘Em—B_1 (?j(:c,y))‘ < % und |IB71Q(z,b)| <

=1 ™

Sei F die Menge aller stetigen Funktionen y : U — R™ mit

™

y(a) = b und ly(x) —b] < = furallex € U.

[\]

Es wird dann durch

T:F—F mit Ty=y—B'Qby)
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eine Kontraktion auf F definiert, denn durch die zuvor geforderten Kigen-
schaften folgt

- _ - _ - 1 -
Ty =Tl = ly =B Qz,y) —§+ B Qz,9)| < Sly—il-
Nach dem Fixpunktsatz von Banach hat T' nun genau einen Fixpunkt,

Ty = y—B'Q(z,y) = v,

somit folgt Q(x,y) = 0. Dies zeigt, dass y gerade die gesuchte und eindeutig
bestimmte Auflésungsfunktion ist.



28

Anhang

28.1 Potenzreihen

[e.e]
et = ) dan = 1+do+ 522 +... zeR
=0
oy
cosx = @) x2n = 1—2,372—1—4,364— reR
= (="
sinx = Zo (2n+1).x2”+1 = z— 32+ 4ab zeR
= (="
arctanz = 20 ettt = g 22t 4 2af lz] <1
nioo 1
log(l—2z) = - Zl S = —z—122 143 lz] <1
n=
o0 _1\n+1
log(1+x) = 21( 121 " = z— 32?4+ 1a? lz| <1
n=
28.2 Geometrische Reihen
geometrische Reihe
[e.@]
> q" l+q+@+¢3+... = %_q fir g < 1
n=0
endlich geometrische Reihe
k n 2 k 1—gkt! .
> q 1+qg+q¢+...+¢° = lq_q flir ¢ #£ 1
n=0
28.3 Wichtige Grenzwerte
Va — 1 Un—1 Vn! — oo (1+4)m—e
Grapoe P o0 L
(144t — e n— 00
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28.4 Ableitungen und Stammfunktionen

Ableitung Funktion Stammfunktion Definitionsbereich
azx®~1 z? %HI“JFI z>0
% log x z-logx —x x>0
exp(x) exp(x) exp(z) R
b$
o o8 (0) R
ﬁ arctan(x) R
cos(x) sin(x) — cos(x) R
—sin(z) cos(x) sin(x) R
Wl(z) tan(z) —log(z) cos(z) lz| < 5
1+ tan?(z) tan(z) — log(z) cos(x) lz| < &
1 .
— arcsin(z) x| <1
——-L arccos(z) 0<z<mw
1—22
51n21(x) 7C0t(33)
cos? () %(Cos(m) sin(z) + x) R
sin?(x) %(x — cos(z) sin(x)) R
cosh(x) sinh(z) cosh(z) R
sinh(z) cosh(x) sinh(z) R
1
coshZ (D) tanh(x)
1 — tanh?(z) tanh(x)
\/aci’ﬁ arsinh(z) R
1 arcosh(z) x>0
z2—-1
1_1x2 artanh(z)
V1— 22 i (a:\/l —z2 4 arcsin(:c)) lz] <1
V1422 % (x\/l + 2 + arsinh(x)) R
Va2 —1 % (x\/:rQ —1- arcosh(x)) lz| <1
e § log |24 ol # 1
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28.5 Vertauschen von Summe, Integral und Grenzwert

28.5.1 Summe und Summe

(&) o0

Die beiden Summen Y a, und > b, seien gleichméBig konvergent.
n=0 n=0
Dann gilt
o [o¢] oo [o.¢] (e.)
YSUNDSUTD TN SRS S
n=0 m=0 m=0 n=0 n,m=0

28.5.2 Summe und Integral
Die Summe ) f,(z) sei absolut konvergent.
n=0

Dann gilt

/nz:ofn(x)dx _ %/fn(@dx.

28.5.3 Integral und Grenzwert
Aussage 1

Die Funktionenfolge (f,,(z))nen von stetigen Funktionen konvergiere gleich-
méBig gegen f(x).
Dann gilt

lim [ fu(r)de = / lim fo(z)dz — / f(@) da.

n—oo n—oo

Aussage 2

Die Funktionenfolge (f,(z))nen konvergiere punktweise gegen f(x) und es
gebe eine integrierbare Funktion g(z) mit |f,(x)| < g(x) fast tiberall.

Dann gilt

nh_)n;o fa(x)dz = /nlLrI;ofn(x) de = /f(x) dz

(vergleiche Satz 25.4.8 auf Seite 257 und weitere Konvergenzsitze).
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