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1 Einleitung

In dem hier vorliegenden Versuch soll das Phinomen der Resonanz unter-
sucht werden. Hierbei handelt es sich um eine Erscheinung, die bei ezwun-
genen Schwingungen eines Systems auftritt. Dabei wird ein harmonischer
Oszillator durch eine duflere Erregerfrequenz angetrieben. Die zur Beschrei-
bung notwendigen Differentialgleichungen finden sich in vielen anderen Be-
reichen der Physik wieder, von der Elektrodynamik bis hin zur Kernphysik.
Daher sind sie von geradezu essentieller Bedeutung. Sie lassen sich auf rela-
tiv einfache Weise aus den Gleichungen der harmonischen [unbeeinflussten]
Schwingung gewinnen, indem diese um die duflere einwirkende Kraft erwei-
tert werden. Es zeigt sich, dass das System zuniichst einem sogenannten
Finschwingvorgang unterworfen ist und nach einiger Zeit mit der Erreger-
frequenz schwingt. Sowohl Amplitude als auch Phasenlage des Oszillators
sind stark von Ddmpfung und anregender Frequenz abhéngig. Dies sind die
Groflen, die im Versuch variiert werden.

2 Theorie

Die zentrale Fragestellung bei diesem Versuch besteht darin, wie die Ampli-
tude und die Phase des Resonators von der Frequenz des Erregers und der
Dampfung des Resonators abhéngen.

Mathematisch wird die erzwungene, geddmpfte Schwingung durch eine inho-
mogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
beschrieben, deren Herleitung und Lésung nun erklért werden soll:

2.1 Herleitung der Differentialgleichung

Auf die Drehscheibe mit dem Tragheitsmoment J wirkt durch die Spiralfeder
ein zum Auslenkungswinkel ¢ proportionales Riickstellmoment D¢, dabei
ist D die Winkelrichtgréfle der Feder. Wir erhalten somit

Jp = — Deo.

Durch Reibung und spéter vor allem durch die Wirbelstrombremse [Er-
klirung dazu siehe unten] wirkt zusétzlich auch noch ein bremsendes Mo-
ment py, das proportional zur Winkelgeschwindigkeit angenommen wird.
Zusammen erhalten wir somit die Gleichung

J$+pp+ Dy = 0.

Mit einem duBeren periodischen Anregungsmoment M coswt [dabei ist w die
Anregerfrequenz| ergibt sich nun die Bewegungsgleichung fiir eine erzwun-
gene geddmpfte Schwingung des Pohlschen Rades, ndmlich

Jo+pp+ Dy = M coswt.



Diese Bewegungsgleichung soll nun auf Normalform gebracht werden. Dabei
werden einige Groflen ersetzt:

26 = p/J, wi = DJ/J und N := M/J.
Die Grofle wg = y/D/J wurde dabei gerade so gewéhlt, dass sie nun gerade
die Eigenfrequenz des ungeddmpften harmonischen Oszillators beschreibt.

Wir erhalten somit die inhomogene lineare Differentialgleichung

4 26¢p +wio = Ncoswt.

2.2 Losung der homogenen Differentialgleichung

Gesucht ist eine Gleichung ¢(t), die den zeitlichen Verlauf der Auslenkung
des Drehpendels unter der Wirkung der &ufleren Anregung fiir alle Zeiten
beschreibt.

Die allgemeine Losung einer inhomogenen Differentialgleichung lésst sich als
Summe der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen Differentialglei-
chung und einer speziellen Losung der inhomogenen Differentialgleichung
schreiben.

Daher soll hier zunéchst die Losung der homogenen Differentialgleichung
¢+ 2B¢ +wie = 0.
beschrieben werden.

Durch den Ansatz ¢ = e* erhalten wird die charakteristische Gleichung
M 4280+uwi = 0,

welche durch die pg-Formel oder durch quadratische Ergénzung gelost wer-
den kann. Wir erhalten

Mo = —fB+4/B2—uwi

Es miissen nun drei Falle unterschieden werden:

(Fall 1) w3 < 3% — starke Dédmpfung

Die beiden Losungen A; 2 sind reell, somit ergibt sich die Gesamtlésung
der homogenen Differentialgleichung zu

o(t) = e Pt (Ae\/m't + Be_\/m't>

mit reellen Zahlen A und B.



(Fall 2) w% = 3% — kritische Dampfung

Es gilt nun A\ o = —/3, somit erhalten wir
o(t) = Ae P+ Ate Pt
Dieser Fall wird auch aperiodischer Grenzfall genannt.

(Fall 3) w? > 2 — schwache Dédmpfung

Dieser Fall ist besonders fiir unseren Versuch von Bedeutung. Die bei-
den Losungen Aqo sind komplex, da unter der Wurzel eine negative
Zahl steht. Wir erhalten durch

)\172 = —5ii\/w§—52 = —ﬂ:l:iwe

die Gesamtlosung der homogenen Differentialgleichung, ndmlich
QD(t) — e—ﬁt . (Aeiwet + Be—iwet)

mit reellen Zahlen A und B. Dabel ist

we = \Jwi — 3

nun gerade die Figenfrequenz des geddmpften Ozillators.

Fiir die Beschreibung des Schwingungsvorganges ist jedoch nur der
Realteil dieser Gleichung relevant, jedoch muss eine zweite Konstante ¢
beriichsichtigt werden, bei der es sich um eine beliebige Anfangsphase
der Schwingung handelt. Daher setzen wir nun A = /2 - €'® sowie
B = A und erhalten

o(t) = woe Pt cos (wet + @) .

Cos wt

Amplitude @/

>
Zeit

Abbildung 1 : Verlauf einer freien schwach gedampften Schwingung



Logarithmisches Dekrement

Das Verhiltnis von zwei aufeinander folgenden Maxima bei der schwachen
Dampfung zur Zeit ¢t wird gegeben durch ¢(t)/¢(t + T'), dabei ist T die
Periodendauer. Man definiert nun

o(t) 8T
A = log———— =1 = 731
0g St +T) oge BT,

als logarithmisches Dekrement. Es ist bemerkenswert, dass A nicht von der
Zeit t abhéngt.

2.3 Losung der inhomogenen Differentialgleichung

Aus der Losung
o(t) = @oe Pt cos (wet + p)

der homogenen Differentialgleichung soll nun die inhomogene Gleichung
b+ 200 —l—wg(p = Ncoswt

gelost werden. Dazu verwenden wir den Ansatz

Y = %cos(wt—@

und erhalten
2 2y $o .
(W — w?) - o cos(wt — @) — 203 - cos(wt — @) - sin(wt — @) = N coswt.
Es miissen nun ¢g/2 sowie ¢ bestimmt werden, so dass diese Gleichung fiir

alle Zeiten t gilt.

Durch das Anwenden der Additionstheoremen ergibt sich eine Gleichung,
die gerade fiir alle Zeiten ¢ erfiillt sein soll. Man erhélt aus dieser Bedingung
nun zwei Gleichungen:

“o

5 ((w%—w2)-cos¢+2ﬂ-w-sin¢) = N,

(wg —w?)-sing = 2B-wcos¢

Aus der zweiten Gleichung erhélt man nun gerade die Phasenverschiebung
¢, ndmlich
28w
= arctan | ————5 | .
’ (&22)
Aus der anderen Gleichung berechnet man

$o N

2 (W —w?) - cosgp+26-w-sing



Nutz man nun die Beziehungen

1 tan ¢

cosp = ——— und sing = ———,
1+ tan? ¢ V 1+ tan? ¢

so erhélt man gerade

©o N

2 Vg -t

Setzt man nun die gewonnenen Ergebnisse in den Ansatz ein, so ergibt sich
eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung:

B N 20w
o(t) = \/(wg ) YRy e <wt — arctan <w§ — w2>>

Dies ist also die Bewegungsgleichung fiir eine erzwungene gedimpfte Schwin-
gung.

2.4 Einschwingzeit

Es wurde gezeigt, dass die allgemeine Losung der homogenen Differential-
gleichung aus einer Exponentialfunktionen mit negativem Exponenten zu-
sammensetzt ist. Das heifit, dass bei nicht verschwindender Démpfung stets
lim p(t) = 0
t—o0
gilt. Im Experiment ist somit der homogene Teil von ¢(t) fiir grofie Zei-

ten vernachéssigbar klein. Dieser Zeitraum des Abklingens wird als FEin-
schwingzeit bezeichnet.

Das Ende der Einschwingzeit ist daran erkennbar, dass die Phasenraumpro-
jektion der Winkelgeschwindigkeit des Resonators eine geschlossene Ellipse
bildet [dies ist im Programm ”kPohl” wihrend der Einschwingphase zu be-
obachten|. Das System schwingt nach der Einschwingzeit folglich mit der
Kreisfrequenz w des Erregers und der Phasenverschiebung ¢. Somit wird die
Schwingung nur noch durch die spezielle Losung der inhomogenen Differen-
tialgleichung beschrieben. Damit stellt die spezielle Lésung der inhomogenen
Differenitalgleichung auch den physikalisch relevanten Teil des Versuches da.

2.5 Diskussion der Amplitudengleichung

Es werden nun die Amplituden
N
V(g —w?)2 +432. w2

einer erzwungenen gedampften Schwingung gegen die Erregerfrequenz w dis-
kutiert.

Alw) =



Eine besonders wichtige Stelle im Funktionsverlauf der Amplitude stellt jene
des Amplitudenmaximums dar. Hierzu leitet man die Amplidute A(w) ab
und erhélt

0A _ _g. N w- (wg+w?+26%)

Ow (w) - ((W(Z) . w2)2 4 4,32 _w2)3/2‘

Die Nullstellen dieser Funktion sind

w = y/wi—24? oder w = 0.

Im Fall verschwindender Dampfung des Systems [ = 0] wird das Maximum
somit an der Stelle w = wyg erreicht. Mit w — wy wichst die Amplitude
zunehmend an, es tritt Resonanz ein, welche zur Resonanzkatastrophe
fithren kann.

Im Fall einer Dédmpfung [ > 0] wird das Amplitudenmaximum nicht an der
Stelle w = wq erreicht. Die Resonanzfrequenz liegt bei endlicher Dédmpfung
folglich unterhalb der Erregerfrequenz.

Den prinzipiellen Amplitudenverlauf des Resonators gegeniiber dem Verhélt-
nis der Erreger- zur Kennfrequenz gibt die folgende Abbildung wieder:

A - keine Dampfung
— — schwache Dampfung

S .
° starke Dampfung
©
2
=]
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<

Erregerfrequenz w/ Wy

Abbildung 2 : Amplitude einer erzwungenen geddmpften Schwingung

Es zeigt sich, dass der Amplitudenverlauf im gedampften Fall eine schief-
symmetrische Glockenkurve, bei verschwindender Dampfung hingegen zwei
Hyperbeléiste beschreibt.

Die Resonanzkurven kénnen mit den Quadraten der Amplituden aufgetra-
gen werden, um fiir die Berechnung des logarithmischen Dekrements das
Ablesen des Abzissenwertes w/wy an der Stelle des Resonanzmaximums zu
erleichtern.



2.6 Diskussion der Phasenverschiebung

Desweiteren werden die Phasenverschiebungen

28w

w) = arctan ({ —5——
o) (=)

einer erzwungenen geddmpften Schwingung gegen die Erregerfrequenz w dis-
kutiert.
Im Fall verschwindender Dampfung [ = 0] hat die Phasenfunktion ¢(w) bei
w = wy eine Sprungstelle von ¢ = 0 nach ¢ = 7.

Im Fall einer Dampfung [3 > 0] gibt es drei markante Stellen:

firw=0 folgt ¢ =0,
fir w=wp folgt ¢ =m/2,

fir w — oo folgt ¢ = m.

Eine Phasenverschiebung von 7/2 bedeutet gerade, dass die Feder durch den
Erreger auf dem gesamten Weg des Drehpendels so gespannt wird, dass sie
das Pendel zusétzlich beschleunigt. Damit eilt der Resonator der Anregung
stets hinterher.

Die erwarteten Verldufe der Phasenverschiebung fiir verschiedene Damp-
fungen gegeniiber dem Verhéltnis der Erreger- zur Kennfrequenz gibt die
folgende Abbildung wieder:
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Abbildung 3 : Phasenverschiebung einer erzwungenen geddmpften Schwingung

2.7 Wirbelstrombremse

Bewegt sich ein Metallstiick durch ein Magnetfeld, so éndert sich der magne-
tische Flul im Metall. Dadurch wird eine Spannung induziert, die wiederum
Wirbelstréme hervorruft. Das durch diese Wirbelstrome bewirkte Magnet-
feld ist dem Ausgangsfeld entgegengerichtet. Nach der Lenz’sche Regel be-
hindert also die Lorentzkraft die weitere Bewegung des Metallstiicks. Die



Wirbelstrombremse ist daher ideal geeignet zur Realisierung einer linea-
ren Dampfung, wie sie in diesem Versuch benétigt wird. Durch das Variieren
der vom Magnetfeld durchsetzten Fliche, ldsst sich die Bremswirkung be-
einflussen, daher wird im folgenden von einer Bremswirkung bei 4 bis 10
Millimetern die Rede sein. Dieses Mafl gibt an, wie weit das Magnetfeld bei
konstanter Breite in das Metall ”hineinreicht”.

3 Versuchsdurchfiihrung

Fin Drehpendel ist in seiner horizontalen Symmetrieachse schwingungsfihig
aufgehdngt. An der Drehachse greift zudem eine Spiralfeder an, deren oberes
Ende an einem Hebel befestigt ist. Mit Hilfe einer Schubstange, die mit ei-
nem Schrittmotor gesteuerten Exzenter verbunden ist, kann das Drehpendel
angetrieben werden.

Auf diese Art und Weise ist es moglich auf das Drehpendel sinusformige
duBlere Drehmomente zu iibertragen. Die Ausschlidge des Drehpendels wer-
den dabei von einem Computer in gewissen Zeitabstéinden aufgezeichnet und
gespeichert.

Die Démpfung des Drehpendels wird mit einer Wirbelstrombremse realisiert.
Diese besteht aus zwei, vor und hinter dem Rad angeordneten Magneten,
die mit Hilfe eines Millimetertriebes beliebig weit iiber das Drehpendel ge-
schoben werden koénnen.

3.1 Freie Schwingung

Bei der freien Schwingung wird die Drehscheibe auf 120° ausgelenkt und fiir
jede der Dampfungen 0 mm, 4mm, 8 mm sowie 10 mm wird eine Messung
gestartet.

3.2 Erzwungene Schwingung

Bei der erzwungene Schwingung wird die Drehscheibe mit Frequenzen zwi-
schen 100 mH z und 600 mH z angetrieben und der Einschwingvorgang wird
abgewartet. Danach wird eine Messung gestartet und ausreichend viele Pe-
rioden aufgezeichnet. Auch diese Messungen sind fiir jede der Dampfungen
0mm, 4mm, 8 mm sowie 10 mm durchzufiihren.

Bei schwacher Dampfung ist stets darauf zu achten, dass das Drehpendel
nicht zu weit ausschlégt, um eine Resonanzkatastrophe zu verhindern.
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4 Auswertung

4.1 Freie Schwingung

Zunichst werden die Abklingkurven der einzelnen freien [nicht angetriebe-
nen] Schwingungen aufgetragen:

200

| Amplitude
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T
20000

Abbildung 4 : Freie Schwingung, gedampft mit 0 mm.
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Abbildung 5 : Freie Schwingung, gedampft mit 4 mm.
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Abbildung 6 : Freie Schwingung, geddmpft mit 8 mm.
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Abbildung 7 : Freie Schwingung, geddmpft mit 10 mm.

Aus dem Mittelwert unseren Messdaten erhélt man die Eigenfrequenz we
des Resonator, indem man w, = 27/T berechnet:

‘ Eigenfrequenz we

0mm Dampfung

1.993 + 0.006 s~ !

4 mm Dampfung

2.056 + 0.024 s~ 1

8 mm Dampfung

2.043 +0.037 s~ !

10 mm Dampfung

1.955 s~ 1

Das logarithmische Dekrement A und damit auch der Dampfungsfaktor
berechnet sich nun aus

(1)
A= 1lo = (7.
& et +T) p
Die Schwingungdauer T wird dabei durch die zeitlichen Abstédnde der einzel-
nen Maxima der Abklingkurven gegeben und damit kann sofort A bestimmt
werden. Der Dampfungsfaktor 3 berechnet sich dann einfach aus g = A/T.
Auch hierzu haben wir verschiedene Messdaten gemittelt:

’ ‘ logarithmisches Dekrement A | Dampfungsfaktor 3 ‘

0 mm Dampfung

0.0455 £ 0,0033

0.0144 £ 0.0011

4 mm Dampfung

0.3649 £ 0.0298

0.1210 £0.0121

8 mm Dampfung

1.0729 £ 0.0888

0.3499 + 0.0351

10 mm Dé&mpfung

1.6094

0.5007
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Dabei werden die Werte mit zunehmender Démpfung immer ungenauer,
da aufgrund des schnellen Abklingens der Kurven weniger Messdaten zum
Mitteln aufgezeichnet wurden.

Wir setzen nun wj = we, wobei wir w, aus der Messung mit 0 mm Démpfung
verwenden. Aus der Beziehung

we = y/wi — 32 & wp = Vw?+ 32

konnen wir nun fiir jeden Dadmpfung aus w. und S also auch wg bestimmen.
Wir verwenden dabei einen Fehler o,, von

2,2
. w2o?, N B2og
‘”“ wg + 52 wg + 52

und erhalten folgendes Ergebnis:

‘ Eigenfrequenz wq ‘

0mm Dampfung | 1.993 4+ 0.006 s~ !

4mm Dampfung | 2.059 4+ 0.024 s~!

8 mm Dampfung | 2.073 £0.037 s~}
10 mm Dampfung | 2.018 s—!

Die Werte liegen also leicht iiber dem Wert von wyg, sind aber alle noch recht
erfreulich.

4.2 Erzwungene Schwingung

Resonanzkurven

Zunichst sollen die Resonanzkurven der einzelnen Dampfungen bestimmt
werden. Dazu werden die Verhiltnisse der Frequenzen w/wq auf der Abszisse
und die Verhéltnisse der Amplituden ¢(w)/¢(0) auf der Ordinate aufgetra-
gen. Es wurde dabei die Eigenfreqenz als wy = 1.99 H z angenommen und es
wurde ¢(0) = 20 gesetzt.



Amplitude 2/
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Abbildung 8 : Resonanzkurven der einzelnen Dampfungen.

Deutlich werden die Eigenschaften der Resonanzkurven wenn man die Qua-
drate der Amplitudenverhéltnisse betrachtet, womit man insbesondere die
zum Maximum gehorende Erregerfrequenz besser bestimmen kann.
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Abbildung 9 : Resonanzkurven mit quadrierten Amplitudenverhéltnissen.

Wie in der Diskussion der Amplitudengleichung gezeigt, wird die Amplitude
maximal fiir

w? = wi—2p

[siehe Seite 6]. Die Werte fiir w,/wp lassen sich nun aus den Maxima der
Resonanzkurven ablesen, allerdings nur fiir die Ddmpfungen von 8 mm und
10 mm. Wir nehmen dabei einen Ablesefehler von 0.005 an. Das logarithmi-
sche Dekrement berechnet sich nun aus

A = BT = wp —wp T
2
Wir erhalten dabei folgende Ergebnisse:
‘ wr/wo ‘ T ‘ logarithmisches Dekrement

8 mm Dampfung | 0.998 £+ 0.005 | 3.077s | 0.9631 £ 0.0016
10mm Dampfung | 0.980 + 0.005 | 3.038 s | 1.4332 + 0.0011

Vergleich der Ergebnisse fiir das logarithmische Dekrement A

Fiir die Dampfungen von 0 mm und 4 mm konnten keine Maxima bestimmt
werden, da es im Versuch zur Resonanzkatastrophe kam und keine weiteren
Daten aufgenommen werden konnten.
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Der Wert fiir 8 mm unterscheidet sich mit dem Wert der freie Schwingung
geringer als sich die Werte fiir 10 mm Démpfung voneinander unterscheiden.
Dies kann wieder daran liegen, dass mit zunehmender Dadmpfung immer
weniger Messdaten aufzeichnet wurden.

Vergleich der gemessenen und theoretischen Resonanzfrequenz w,

wr = \/wi — 232

mit wg und G aus der freie Schwingung kénnen nun theoretische Werte fiir
die Resonanzfrequenz w, bestimmt und mit den oben abgelesenen experi-
mentellen Werten vergliechen werden.

Durch die Beziehung

Wir erhalten:

w, experimentell | w, theoretisch

8 mm Dampfung | 1.986 + 0.010 Hz | 2.052 £ 0.006 H=z
10 mm Démpfung | 1.950 £ 0.010 Hz | 2.013 + 0.010 H=

Die theoretischen Werte sind also etwas grofer als die experimentellen Werte.

Phasenverschiebung

Es soll nun die Phasenverschiebung der einzelnen Dadmpfungen verdeutlicht
werden. Dazu werden die Verhéltnisse der Frequenzen w/wgy auf der Ab-
szisse gegen die Phasenverschiebung ¢/7 auf der Ordinate aufgetragen. Es
wurde dabei wieder die Eigenfreqenz als wy = 1.99 Hz angenommen und ¢
berechnet sich aus der oben hergeleiteten Formel

Eine Phasenverschiebung von — ist identisch zu 4. Diese Erkenntnis muss
angewendet werden, um das Ergebnis iibersichtlich darstellen zu kénnen
[ansonsten erhélt man gerade eine Verschiebung von 7.
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Abbildung 10 : Phasenverschiebung der einzelnen Dampfungen.

5 Diskussion

[Nicht nur das der Versuch méchtig Spass gemacht hat, nein auch die Aus-
wertung war eine reine Freude. Selbst fiir Studenten ohne PC-Kenntnisse
diirfte die Auswertung ein Kinderspiel sein und auch das Protokoll schreibt
sich fast wie von selbst.]|panial

[Und Differentialgleichungen wurden uns auch so gut beigebracht, dass die
Theorie richtig gerockt hat!]gaue

5.1 Fehlerdiskussion

Da uns keine systematischen Fehler der computergesteuerten Anlage be-
kannt waren, haben wir alle Messdaten als exakt vorausgesetzt.

Wie schon erwéhnt, konnten bei der freien Schwingung mit zunehmender
Déampfung immer weniger Messdaten aufgezeichnet werden. Dadurch wer-
den natiirlich auch die Ergebnisse zunehmend ungenauer.

Die Tatsache, dass wir den Einschwingvorgang bei der erzwungenen Schwin-
gung vielleicht nicht immer lange genug abgewartet haben, kann die Ergeb-
nisse auch hier etwas verfilscht haben.



